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ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις   f x 1 x 1      και     2
g x x . 

Β1. Να ορισθούν οι συναρτήσεις g f  και f g .       Μονάδες 6 

Β2. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f  είναι αντιστρέψιμη και να βρεθεί η αντίστροφή της. Μονάδες 6 

Β3. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση     
1

f x g x
4

    έχει μία, τουλάχιστον, πραγματική ρίζα. Μονάδες 8 

Β4. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .       Μονάδες 5 
 

 

Β1. Είναι  fD , 1    και  gD  . 

 Το πεδίο ορισμού της g f  είναι:       g f f gD x D f x D x 1 1 x 1 , 1          . 

 Για κάθε  x , 1   είναι:         
2

g f x g f x 1 x 1 1 x 2 1 x 1          2 x 2 1 x   . 

 Το πεδίο ορισμού της f g  είναι:       2
f g g fD x D g x D x x 1 1, 1        . 

 Για κάθε  x 1, 1   είναι:       f g x f g x  2
1 x 1  . 

 

Β2. Για κάθε  1 2x ,  x , 1   με  1 2 1 2 1 2 1 2x x   x x   1 x 1 x   1 x 1 x                 

    1 2 1 2 1 x 1 1 x 1  f x f x        .   Συνεπώς η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 1 , άρα και 

 1 1  και επομένως η f  είναι αντιστρέψιμη. 

 Είναι:  
 

2
1 x y 1

y f x   y 1 x 1  1 x y 1   
y 1 0

   
          

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2 2
2

2
2 2

x 1 y 1 x 1 y 1 x 1 y 1
x 1 y 1

 1 y 1 1   y 1 0   y  
y 1

y 1y 1 y 1

                   
             

        
   

. 

 Άρα η αντίστροφη 1f   της f  είναι:      21 2f x 1 x 1 1 x 2x 1         2
x 2x  ,  x 1  . 

 

Β3. Είναι          2 21 1 1 5
f x g x   f x g x 0  1 x 1 x 0  1 x x 0

4 4 4 4
                 , 

 με   f gx D D , 1    .   Έστω η συνάρτηση    25
h x 1 x x

4
    ,  με  x 1, 1  . 

 Η h  είναι συνεχής στο  1, 1 , ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών στο  1, 1  

 συναρτήσεων και ισχύει:      
25 5 1

h 1 1 1 1 2 1 2 0
4 4 4

              

 και    25 5 1
h 1 1 1 1 1 0

4 4 4
          .   Άρα, από το θεώρημα Bolzano, 

 προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  0x 1, 1   τέτοιο, ώστε 

   2
0 0 0

5
h x 0  1 x x 0

4
      ,  οπότε η εξίσωση  25

1 x x 0
4

     

 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  1, 1  . 

 

Β4. To σύνολο τιμών της f  είναι το πεδίο ορισμού της 
1f  , οπότε    ff D 1,    . 

 2ος τρόπος: Αφού η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 1  το σύνολο τιμών της είναι το:        f
x

f D f 1 , lim f x 1, 


   


. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η συνάρτηση f  με:   

1 2016

x
2016

2

ημ x
e ,  αν x 0

f x x

   x 1 x,  αν x 0


 

 


  

. 

Γ1. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια:   
x
lim f x


,   
x
lim f x


.     Μονάδες 6 

Γ2. Να εξεταστεί η συνέχεια της f  στο πεδίο ορισμού της.      Μονάδες 8 

Γ3. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση   f x x   έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα.  Μονάδες 6 

Γ4. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει  ξ 1, 5  τέτοιο, ώστε:         9f ξ 2f 2 3f 3 4f 4   .  Μονάδες 5 

 

Γ1. Η f  έχει fD   και είναι:  
1 12016 2016

x x
2016 2016x x x x

ημ x ημ x
lim f x lim e lim e lim 1 0

x x   

 
       

 
1 ,  διότι: 

 

1
u1

x
u 0x

x u 0
lim e  lim e e 1



 
     και  

2016 20162016

2016 2016 20162016

ημ x ημ xημ x 1

x x xx
   , οπότε 

 
2016

2016 2016 2016

1 ημ x 1

x x x
    και επειδή 

2016 2016x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   
 

, 

 από το θεώρημα παρεμβολής προκύπτει ότι και 
2016

2016x

ημ x
lim 0

x
 . 

 Επίσης ισχύει:    
     2 2

2

2x x x

x 1 x x 1 x
lim f x lim x 1 x lim

x 1 x



  

    
    

 
 

 

 12
2 2 2 2

2 2 2x x x

x 1 x x 1 x 1
lim lim lim 0

x 1 x x 1 x x 1 x



  

   
   

     
. 

Γ2. Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στα διαστήματα  , 0  και  0,  , ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών στο 

  , 0  και  0,  , αντίστοιχα, συναρτήσεων.   Θα εξεταστεί η συνέχεια της f  στο 0x 0 . 

 Ισχύει:  
1 12016 2016
x x

2016 2016
x 0 x 0 x 0 x 0

ημ x ημ x
lim f x lim e lim e lim 0 1 1

x x      

 
       

 
,  διότι: 

1
φ1

x
φx

φx 0
lim e  lim e 0






   

 και  

2016 20162016
2016

2016
x 0 x 0 x 0

ημ x ημx ημx
lim lim lim 1 1

x xx    

   
      

   
.  Επίσης ισχύει: 

  2 2

x 0
lim x 1 x 0 1 0 1


      .   Δηλαδή    

x 0 x 0
lim f x lim f x 1

  
  ,  οπότε είναι  

x 0
lim f x 1


  και επειδή 

  f 0 1 ,  η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0x 0 ,  αφού ισχύει    
x 0
lim f x f 0


 . 

 Eπομένως η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της . 

Γ3. Έστω η συνάρτηση     h x f x x  ,  x 0, 3   .   Η h  είναι συνεχής στο 

 0, 3   , ως διαφορά συνεχών στο 0, 3    συναρτήσεων και ισχύουν: 

     2h 0 f 0 0 0 1 0 0 1 0          και 

     2
h 3 f 3 3 3 1 3 3 2 2 3 0         ,  οπότε    h 0 h 3 0  . 

 Συνεπώς, από το θεώρημα Bolzano, προκύπτει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  
0x 0, 3  τέτοιο, ώστε 

      0 0 0 0 0h x 0  f x x 0  f x x      .   Επομένως η εξίσωση   f x x   έχει μία τουλάχιστον ρίζα 

 στο διάστημα  0, 3  . 
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Γ4. Για x 0  είναι: 

  
   

2
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

x 1 x x 1 x x 1 x x 1 x 1
f x x 1 x

x 1 x x 1 x x 1 x x 1 x

        
      

       
. 

 Iσχύει: 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 20 x x   x x   x 1 x 1  x 1 x 1            ,  οπότε με πρόσθεση κατά μέλη των 

 σχέσεων  2 2
1 2 1 2x x   και  x 1 x 1      προκύπτει: 2 2

1 1 2 2x 1 x x 1 x         

    1 2
2 2
1 1 2 2

1 1
   f x f x

x 1 x x 1 x
   

   
.   Επομένως η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,  . 

 Άρα:           1 2 3 4 5  f 1 f 2 f 3 f 4 f 5         ,  οπότε είναι: 

            f 1 f 2 f 5   2f 5 2f 2 2f 1        (1), 

            f 1 f 3 f 5   3f 5 3f 3 3f 1        (2), 

            f 1 f 4 f 5   4f 5 4f 4 4f 1        (3). 

 Aπό την πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (1), (2) και (3) προκύπτει: 

            
     

 
2f 2 3f 3 4f 4

9f 5 2f 2 3f 3 4f 4 9f 1   f 5 f 1
9

 
       . 

 Επομένως, αφού η f  είναι συνεχής στο διάστημα  1, 5 , ως συνεχής στο , από το Θεώρημα των 

 Ενδιαμέσων Τιμών προκύτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ 1, 5  τέτοιο, ώστε 

  
     

       
2f 2 3f 3 4f 4

f ξ   9f ξ 2f 2 3f 3 4f 4
9

 
     . 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται η γνησίως μονότονη συνάρτηση  f : 0,    με:      f x y f x f y     για κάθε x, y  

η οποία είναι συνεχής στο 0x 0   και   f 1 e . 

Δ1. Να αποδειχθεί ότι:  i)  f 0 1 ,     ii)  
1

f 1
e

  .      Μονάδες 6 

Δ2. Να αποδειχθεί ότι:  i) η f  είναι συνεχής στο ,     ii) η 1
f
  είναι γνησίως αύξουσα.  Μονάδες 6 

Δ3. i) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια:  
x
lim f x


,   
x
lim f x


. 

 ii) Nα βρεθεί το όριο 
 
 x 0

f 1 x
lim

f x


.        Μονάδες 8 

Δ4. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση:   
1 1 1 1

f x f f f
3 2 3 4

      
       

     
  έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο 

 διάστημα  0, 1 .           Μονάδες 5 

 

 

Δ1. i) Για  x y 0    είναι:              2 2f 0 0 f 0 f 0   f 0 f 0   f 0 f 0 0           

               f 0 f 0 1 0   f 0 0   ή   f 0 1 0  f 0 0   ή   f 0 1           . 

  Η τιμή  f 0 0  απορρίπτεται διότι    f 0,   ,  άρα είναι  f 0 1 . 

 ii) Για  x 1,   y 1     είναι:              
1

f 1 1 f 1 f 1   f 0 e f 1   1 e f 1   f 1
e

               . 

 

Δ2. i) Αφού η f  είναι συνεχής στο 0  θα ισχύει     
x 0
lim f x f 0 1


     (1).   Θα δειχθεί ότι η f  είναι συνεχής στο 

  0x  ,  δηλαδή ότι    
0

0
x x
lim f x f x


 .   Θέτω  0 0x x h  x x h     ,  οπότε 0x x   h 0   . 

  Άρα:                   
0

0 0 0 0
x x h 0 h 0 h 0 h 0 h 0
lim f x limf x h lim f x f h limf x limf h f x lim f h
     

       
(1)

  

     0 0f x 1 f x   . 

 ii) Επειδή η συνάρτηση f  είναι γνησίως μονότονη στο  και ισχύουν   f 0 1   και   
1

f 1
e

  ,  η f  είναι 

  γνησίως αύξουσα στο .   Συνεπώς η f  είναι 1 1  και άρα αντιστρέφεται, δηλαδή ορίζεται η συνάρτηση 

  1f   με πεδίο ορισμού το  f   και ισχύει     1f x y  f y x   ,  για x   και   y f . 

  Έστω   11 2 f
y , y D f  ,  με          

f: γν.αύξ.
1 1 1 1

1 2 1 2 1 2y y   f f y f f y   f y f y        . 

  Άρα η 
1f   είναι γνησίως αύξουσα στο  f . 

 

Δ3. i) Έστω 0x  .  Θέτω  0 0x x h  x x h     ,  οπότε x   h   . 

  Άρα:                   0 0 0 0
x h h h h h
lim f x lim f x h lim f x f h lim f x lim f h f x lim f h
     

          

     0
x

f x lim f x


  .   Eπομένως:            
( )

0 0
x x x x
lim f x f x lim f x   lim f x f x lim f x 0 



   
        

             0 0 0
x x x

 lim f x 1 f x 0  lim f x 0   ή   1 f x 0  lim f x 0   ή   f x 1
  

            . 

  Η σχέση  0f x 1  ισχύει μόνο όταν 0x 0 , αφού  f 0 1   και η f  είναι συνάρτηση 1 1 . 

  Επομένως είναι:  
x
lim f x 0


 .              ( ) : Οι ισοδυναμίες βασίζονται στην μοναδικότητα του ορίου. 
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  Έστω 0x  .  Θέτω  0 0x x t  x x t     ,  οπότε x   t   . 

  Άρα:                   0 0 0 0
x t t t t t
lim f x lim f x t lim f x f t lim f x lim f t f x lim f t
     

          

     0
x

f x lim f x


  .   Eπομένως:            0 0
x x x x
lim f x f x lim f x   lim f x f x lim f x 0 
   

        

             0 0 0
x x x

 lim f x 1 f x 0  lim f x 0   ή   1 f x 0  lim f x 0   ή   f x 1
  

            . 

  Η σχέση  0f x 1  ισχύει μόνο όταν 0x 0 ,  αφού  f 0 1   και η f  είναι συνάρτηση 1 1 . 

  Επομένως είναι:  
x
lim f x 0


 . 

Δ3. ii) Από τη δοθείσα σχέση για  y x    προκύπτει:              f x x f x f x   f 0 f x f x             

       
 
1

 1 f x f x   f x
f x

          (2). 

  Είναι:  
 

 

   

 x 0 x 0

f 1 x f 1 f x
lim lim

f x f x 

  


(2)



 
 

 

 

 

 

 2 2 2x 0 x 0

1
f 1

f x f 1 f 1 e
lim lim

f x f x f 0 1 



    e . 

 

Δ4. Η συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  0, 1 , αφού είναι συνεχής και γνησίως 

 αύξουσα στο .   Eπειδή 
1 1 1

0 1
4 3 2

    ,  ισχύουν:     
1

f 0 f f 1
2

 
  

 
   (1),      

1
f 0 f f 1

3

 
  

 
   (2) 

 και      
1

f 0 f f 1
4

 
  

 
   (3). 

 Aπό την πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (1), (2) και (3) προκύπτει: 

        

1 1 1
f f f

1 1 1 2 3 43f 0 f f f 3f 1   f 0 f 1
2 3 4 3

     
     

                    
    

. 

 Επομένως, από το Θεώρημα των Ενδιαμέσων Τιμών, προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  0x 0, 1  

 τέτοιο, ώστε     0 0

1 1 1
f f f

1 1 1 12 3 4
f x   f x f f f

3 3 2 3 4

     
                         

     
. 

 

 


