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Vorbemerkungen

Thema der Vorlesung: ,,Statistische Physik“ oder ,,Statistische Mechanik und Thermo-
dynamik® oder ,,Statistische Theorie der Warme* oder ,, Thermodynamik und Statistik“

0. a.

Gemeint ist die Beschreibung physikalischer Systeme mit vielen Freiheitsgraden, insbe-
sondere von Systemen aus vielen atomaren Teilchen: Gasen, Fliissigkeiten, Festkorpern,
... Teilchenzahl N > 1,z.B. N ~ 10?3 fiir makroskopische Kérper. Die Kompliziertheit
solcher Systeme erzwingt eine Verkniipfung der dynamischen Theorie mit statistischen
Argumenten. Das Ziel der Theorie besteht in einer mikroskopischen (atomistischen) Deu-
tung inkl. quantitativen Berechnung der makroskopischen Observablen derartiger Syste-
me: Energie, Entropie, Druck, Temperatur, Magnetisierung, ... Ferner sollen die aus der
phénomenologischen Thermodynamik bekannten Beziehungen zwischen diesen Gréfien
hergeleitet werden, d. h. also eine mikroskopische Begriindung der Thermodynamik.
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1 Systeme mit vielen Freiheitsgraden;
Gesetz der groB3en Zahlen

Die Dynamik eines physikalischen Systems kann auf verschiedene Weisen beschrieben
werden, z. B. im Rahmen der Klassischen Mechanik oder der Quantenmechanik. Die fiir
die Statistische Mechanik typischen Argumente, Prinzipien und Begriffe sind von der
Wahl der dynamischen Theorie unabhingig. Dagegen héngen natiirlich die konkreten
Resultate von der zugrunde liegenden dynamischen Theorie ab = Klassische Statistik

bzw. Quantenstatistik.

Klassische Mechanik. Betrachte ein System von N Teilchen (Massenpunkten) mit den
Koordinaten q1, ¢, ... g3y und den Impulsen p1, ps, ... psn. Der Zustand des Systems ist
vollstiandig festgelegt durch Angabe der Koordinaten ¢ = {g;, 7« = 1, ...3N} und der
Impulse p = {p;, i = 1, ...3N} zu einem bestimmten Zeitpunkt. Diese insgesamt 6N
Daten definieren einen Punkt im 6 N-dimensionalen Phasenraum (auch I'-Raum).

AP
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Pharewraum

e Abbildung 1.1 e

Also: Zustand < Punkt im Phasenraum. Die zeitliche Entwicklung des Systems ist durch
die kanonischen Bewegungsgleichungen festgelegt:

. 9H . 0H
q’L - apl b pl - 8(]2 Y

i=12 ..3N, (1.1)



Gesetz der groBen Zahlen P. Eckelt

mit der Hamilton-Funktion

H = H(q1, 92, -.- 43N, P1, P2, -..p3n) = H (q, p) . (1.2)

Die Vorgabe von Anfangsbedingungen ¢ (0), p (0) gestattet ,,im Prinzip* die exakte Be-
rechnung der Phasenbahn q (t), p (t). Daraus lassen sich alle ¢, p-abhéingigen Observablen
des Systems in ihrem Zeitverhalten exakt angeben:

Alg,p) = A@) = A(q(t),p(t)) . (1.3)

FEinwinde gegen dieses Verfahren fiir N = 1023:

1. Die Hamilton-Funktion ist fiir ein realistisches makroskopisches System nie genau
bekannt, sondern immer nur niherungsweise fiir ein idealisiertes Modellsystem.

2. Die Anfangswerte von 6 x 10** Koordinaten und Impulsen sind praktisch nicht
feststellbar. Minimale Fehler in den Anfangsbedingungen verfilschen bei , fast al-
len“ Hamilton-Sytemen das Resultat nach kurzer Zeit vollig — selbst bei exakter
Rechnung (was wiederum unmoglich ist, da numerisches Rechnen stets fehlerbe-
haftet ist).

3. Die Losung von 6 x 10%® gekoppelten Differentialgleichungen (1.1) ist praktisch
nicht durchfiihrbar.

4. Selbst wenn die Punkte 2 und 3 machbar wéren, bliebe zu fragen: Welchen Sinn
hat die Kenntnis von 1023 Teilchentrajektorien? Allein ihre Registrierung wiirde
einen gewaltigen Aufwand erfordern.

5. Die Ermittlung der einen Groe A (t) geméf (1.3) auf dem Wege iiber die Ermitt-

lung von 6 x 1023 gar nicht interessierenden Funktionen ¢ (t), p (t) erscheint in

hohem Mafle unrationell.

Bei makroskopischen Systemen ist die Anzahl der interessierenden (durch Messung ver-
folgbaren) Observablen sehr klein im Vergleich zu N. Die Ermittlung dieser Observablen
und ihrer wechselseitigen Abhangigkeit unter Umgehung der obigen Probleme ist das Ziel
der Statistischen Mechanik; hier der Klassischen Statistik.

Quantenmechanik. Der Zustand des Systems ist durch einen Zustandsvektor ¢ aus
dem Hilbert-Raum gegeben. In der Ortsdarstellung ist das eine Funktion der 3N Koor-
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dinaten ¢;, i = 1,2, ...3N : ¥ = ¢ (q1, q2, ... q3n), die Wellenfunktion, deren Zeitent-
wicklung durch die Schrodinger-Gleichung bestimmt wird:

(H + ?(f?at) Uig, t) =0; (1.4)

dabei ist H der Hamilton-Operator. Vorgabe von v (g, 0) gestattet ,,prinzipiell* die Be-
rechnung von 1 (g, t). Die Kenntnis von 9 (g, t) erlaubt die Berechnung beliebiger Er-
wartungswerte, z. B. in der Ortsdarstellung;:

Aledg) = 0= [vanavend. (15)

Es sei daran erinnert: In der QUM sind die moglichen Messwerte ay einer Observablen
A durch deren Eigenwerte gegeben:

Ao = ag ¢y . (1.6)

Auch bei genauer Kenntnis des Zustandsvektors 1 (t) sind die aj grundsétzlich nur mit
einer Wahrscheinlichkeit wy, (t) vorhersagbar:

wi () = (@, ¥ (D)2 . (1.7)

(ag sei nicht entartet.) Fiir den Erwartungswert (1.5) gilt:
(A)(6) = > apwy (1) . (1.8)
k

Diese statistischen Aspekte der QUM der , reinen“ Zustdnde beruhen auf einer grundsdtz-
lichen Unbestimmtheit der Observablen (vgl. Heisenbergsche Unschérferelation); sie ha-
ben nichts mit dem Kompliziertheitsgrad des betrachteten Systems zu tun. Sie gelten
fiir Systeme mit kleiner und grofler Teilchenzahl gleichermafen.

Es treten aber bei Quantensystemen mit sehr vielen Freiheitsgraden (bis hin zu makro-
skopischen Koérpern, deren Eigenschaften nicht addquat durch die KLM beschreibbar
sind) praktische Probleme auf, die den Punkten 1 bis 5 der KLM ganz analog sind:

1. 'H ist bestenfalls fiir idealisierte Modellsysteme bekannt.

2. 1 (0) ist praktisch nicht préparierbar. Erforderlich wére ein vollstdndiger Satz ver-
tréiglicher Observablen des Systems und die Prdparation von v (0) als simultaner
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FEigenzustand dieser Observablen durch Selektion eines entsprechenden Satzes von
FEigenwerten. Die Eigenwerte makroskopischer Systeme liegen jedoch so auferor-
dentlich dicht, dass diese Selektion praktisch nicht durchfiithrbar ist (z. B. Abstand
der Energieniveaus von der Gréfenordnung exp (—10%) J).

3. Die Liosung der Schrodinger-Gleichung fiir Systeme von mehr als nur ganz wenigen
Teilchen ist praktisch nicht moglich. Partielle Differentialgleichung = unendlich
viele gekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen.

4. Welchen Sinn hitte die Kenntnis einer Wellenfunktion, die von 3 x 10?3 Koor-
dinaten abh#ngt? Der Erwartungswert (1.5) kénnte bei Kenntnis von 9 (g, t) als
3 x 10?3-faches Integral berechnet werden. Dieser Weg sieht — selbst wenn er prak-
tisch gangbar wére — wie ein Umweg aus.

Auch iiber die QUM werden daher — wie in der KLM — zur praktischen Bewiltigung
des hohen Kompliziertheitgrades der betrachteten Systeme die Uberlegungen der Sta-
tistischen Mechanik ,gestiilpt*: Quantenstatistik. Dieser statistische , Uberbau® tritt
zusétzlich zur prinzipiell statistischen Natur der QUM hinzu.

Auf den ersten Blick konnte es scheinen, als ob mit dem Anwachsen der Teilchenzahl
die Kompliziertheit und Verworrenheit der Figenschaften eines mechanischen Systems
unvorstellbar anwachsen und dass man in dem Verhalten eines makroskopischen Koérpers
keinerlei Spuren einer Gesetzméfigkeit finden kann. Das ist aber nicht so, im Gegenteil:
Bei einer sehr grofien Teilchenzahl treten ,statistische GesetzméifBigkeiten“ auf, die zu
umso determinierteren Aussagen fiihren, je grofler die Teilchenzahl ist, und die beim
Ubergang zu Systemen mit sehr geringer Teilchenzahl ihren Sinn verlieren. Diese Ge-
setzméfBigkeiten sind nicht aus der zugrunde liegenden dynamischen Theorie ableitbar;
denn die Bewegung von Systemen grofler Teilchenzahl gehorcht denselben Gesetzen der
Mechanik wie die Bewegung von Systemen geringer Teilchenzahl.

Beispiel. Betrachte ein System von N gleichen Teilchen. Jedes dieser Teilchen befinde
sich in einem von zwei Energieniveaus €; oder €5 mit den Wahrscheinlichkeiten v bzw.
v mit

ut+v=1. (1.9)

Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen sei vernachlissigbar. Realisierung z. B. durch
N Elektronen geringer Dichte im Magnetfeld B: Den Zusténden 1 und 2 entsprechen
antiparallele bzw. parallele Spinstellung mit den Energien e; = —u B bzw. e9 = +u B,
wo p fiir das Bohrsche Magneton steht.
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Betrachte einen N-Teilchenzustand, in dem nq Teilchen sich im Zustand 1 und nsy Teil-
chen sich im Zustand 2 befinden:

N = ny + ng ; (1.10)

dieser hat die Energie
E =nie1 + noeg . (1.11)

Die Anzahl der Realisierungen des N-Teilchenzustandes, d.h. die Anzahl verschiedener
Moglichkeiten, n; Teilchen dem Niveau €; und no Teilchen dem Niveau €3 zuzuordnen,
ist gleich dem Binomialkoeffizienten

( y ) _ ( v ) -0 112)

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen derartigen N-Teilchenzustand mit definierten ny oder

n9 ist also
N!

N (Tll) - nl‘(N — nl)'u

ni UN_nl

bzw.

s N! Nen
o (nz) = (N — n2)!ng! :

im Folgenden wird die ni-Verteilung betrachtet: Binomialverteilung. Fiir sie gilt:

N N
Z wy (n1) = Z <i\i>unlvl\f—n1

ny=0 n1=0

=@w+v)N =1. (1.14)

" = wy (N — ng) ; (1.13)

(1.9):

Mittelwerte — gemittelt {iber die verschiedenen N-Teilchenkonfigurationen. Mittlere
Anzahl von Teilchen im Niveau 1:

N N N
— — ni N —n1
(n1) Zo nwy (n) = ( n > mu™ v

ny = ny=0

(1.9): =ug-(u+ o) =uN@+ )" = Nu; (1.15)

entsprechend ist die mittlere Teilchenzahl im Niveau 2 durch

(n2) = Nwv (1.16)
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gegeben. Die mittlere Energie des Systems ist

<E> = <n1 €1 + N9y €2>
e1(n1) + €2 (ng)

N (e1u + e2v)
N

o]

9

(1.17)

wobei € die mittlere Einteilchenenergie ist — gemittelt {iber die beiden Energieniveaus.

Streuung (Schwankung) — um den Mittelwert. Fiir eine beliebige Observable A wird

definiert:

AA = (A - (4))) = /(42 - (4)2.

Also gilt fiir die Teilchenzahlen in den Niveaus 1 und 2:

(n?) = i n?wy (ny) = i N n? u™
1 ) 1 n 1

ny= n1=0

= (o)

Jdu

A N e N1
_<u(‘3u> (u+v)Y = Nu—u(u + v)

=Nu<(u+v)N_l+u(N—1)(u+v)N_2>

=Nu(l+ Nu—u) = (Nu? + Nuv
(1.9):
bzw.
(n2) = (Nv)? + Nuw;

folglich mit (1.15, 16):
Ani = VNuv = Angy .

Fiir die Energie erhilt man:

<E2> <(€1 ny + &z n2)2>
€

% (n%> + 2e1e2 (n1ng) + 5% <n§)

(B)? =&} (m)? + 2e162 (m) (n2) + €3 (n2)” ;

(1.18)

(1.19)
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mit
(n1ng2) — (n1) (n2)
= (m) N — (n}) — (m) N + (m)?
= —(An1)2 = —(An2)2 = —AnlAng (1.20)
folgt:
(AE)Q = 5% (An1)2 — 2169 Ani Ang + 6% (Ang)Q
= (EQAHQ — ElAn1)2 y
somit ist
AFE = (g9 —e1)Any 2 = (62 — 1) VNuv . (1.21)
Anmerkungen:

e Zu Gl. (1.20): Zwei Observablen A und B, fiir die
(AB) = (A) (B) (1.22)

gilt, heiflen unkorreliert oder statistisch unabhdingig. Falls (1.22) nicht erfiillt ist,
kommt darin eine Korrelation bzw. statistische Abhdngigkeit zum Ausdruck. ng
und ny sind durch die Beziehung (1.10) korreliert, was (njng) # (ni)(ng) zur
Folge hat.

e Zu Gl. (1.21): Dieses Resultat kann auch durch Mittelung {iber die e-Verteilung
(e1, £2) statt iiber die ni-Verteilung (0, 1, 2, ... N) abgeleitet werden, wobei der
Begriff der statistischen Unabhéngigkeit eine wesentliche Rolle spielt:

Die Energie des i-ten Teilchen werde mit £(®) bezeichnet. Im Mittel iiber €1, €9 ist

el = gyu+ev =¢ (1.23)

fir alle i = 1, 2, ... N; ferner gilt

(D)2 = g2y + edv = e2 (1.24)

10
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fir alle ¢ = 1, 2, ... N. Das Schwankungsquadrat der Einteilchenenergie ist daher fiir
alle N Teilchen gleich grof}, und zwar gilt:
(Ae)? =2 — (8)?
=c2u 4 e3v — (e1u + e2v)?

=c2u(l —u) +esv (1 —v) —2e162uv ;
—— ——

= =u
folglich ist
Ae = (g2 — 1) Vuv . (1.25)
Fiir die Energie des N-Teilchensystems
N o
E=> ¢ (1.26)
i=1
gilt im Mittelwert iiber €1, €3:
E:ZEZN§:N(61U—I—€2U), (1.27)
i=1
wie in (1.17). Ferner ist
N
F2? = Z (@) g()
ij=1
N N
i=1 i,j=1 (i#])

e@ und eU) sind fiir i # j wegen der vernachlissigharen Wechselwirkung zwischen den
Teilchen statistisch unabhéngig, also ist

e eli) = () . () = (5)2 . (1.29)
Mit (1.24, 27, 29) folgt aus (1.28):

E2=Ne2 + N(N —1)(E)?
= (B’ + N( - (8)%)
AE =+VNAe = (e —e1)VNuv , (1.30)
(1.25):

was mit (1.21) iibereinstimmt .

11
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Die relative Schwankung der Teilchenzahl ist im Niveau 1:

Anq v 1

— =4/ —= 1.31

) VeV (1:31)
und im Niveau 2:

ATLQ u 1

=/ —=; 1.32

sy Vo VN (1.52)

fir die Energie gilt:
AFE — \/ 1
_ (2 —e1) uw (1.33)

(E) e1u + e2v /N

Den Groflen nq, ne und FE ist folgendes Verhalten gemeinsam: Anwachsen der Mittelwer-
te mit N, Anwachsen der Schwankungen mit /N = Abnahme der relativen Streuungen
wie 1 /VN. Fiir N = 10% gilt z. B. 1 /vVN = 3 x 107'2, d.h. die Werte der Obser-
vablen sind — gemessen an ihrer absoluten Groflie — mit auflerordentlicher Schérfe durch
ihre Mittelwerte gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer ni, ny, E-Messung einen
Wert zu erhalten, der nicht in unmittelbarer Umgebung des Mittelwertes liegt, ist bei
grofler Teilchenzahl verschwindend gering — umso geringer, je grofler N ist: Gesetz der
groflen Zahlen. Einfiihrung in die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie und der
mathematischen Statistik z. B. in Chung (1978).

Im folgenden wird héufig die Stirling-Formel benétigt. Fiir grofle n gilt die asympto-
tische Entwicklung (siehe z. B. Jelitto 5, Kap. 7.2.2):

n! = \/27-‘-(” + 1)n+1/2 e—(n-i—l) (1 + m + )

Innp! ¥~nlnn —n (n grof) (1.34)
d In n!
= g ~ Ilnn (n groB) . (1.35)
n

=
Stark simplifizierte Begriindung fiir (1.35): Fiir n > 1 ist

dlnn! In(n 4+ 1)! — Inn!

o~ =1 1) ~ 1 . 1.
Tn . n(n+1) ~Inn (1.36)

Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir gro3e N . Nach (1.13) ist (ohne Index N; n =
nl):

w(n) = %u"v . (1.37)

12
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Fiir grole N und n ist die Auswertung der Fakultiten schwierig, daher die folgende
Approximation: n als kontinuierliche Variable, Bestimmung des Maximums, Taylor-
Entwicklung um das Maximum, dabei Anwendung der Stirling-Formel fiir grole N bzw.

n.

Mazimum der Funktion w (n) durch

dlnw 1 dw
I =0 1.38
dn w dn ( )

gegeben. Mit
nw=mInN —-—Inn!l —In(N -—n)!'+nlhu+ (N—-—n)lnv (1.39)

und der Stirling-Formel (1.35) folgt aus (1.38):

dl
nw:—lnn+ln(N—n)+lnu—lnv:0
dn
N — N —
LWy, Wone
nv no (1.40)

= nu+v)=Nu = n=Nu=(n).
Das Maximum der n-Verteilung fillt also mit dem Mittelwert von n zusammen.

Taylor-Entwicklung von In w (n) um n = (n):

2
In w(n) = Inw((n)) + d;nnw (n — (m) + %ddl% (n — (m)? +
n={(n) n={(n)
=0
(1.41)
Mit
d? In w 1 1
dn? "~ n N-n
n={(n n=Nu
B N
 n(N —n) Nu
1
T Nuv
— _(A1n)2 <0 (1.42)

13



Gesetz der groBen Zahlen P. Eckelt

(Maximum!) folgt aus (1.41):

w(n) = w((n)) exp (—; <” ;é”>>2> . (1.43)

Die Konstante w ((n)) lisst sich entweder aus (1.37) mit Hilfe der Stirling-Formel oder
auf Grund der Normierungsbedingung

—+o00

/ wn)dn = 1 (1.44)

—0o0
berechnen. In beiden Fillen erhélt man (zeigen!)

1 1
B V27 Nuv N V2T An

w ((n)) (1.45)

Die Binomialverteilung (1.37) geht also fiir grofie N in die Gauf3-Verteilung (1.43, 45)
iber:

A wm)

An

m> n

e Abbildung 1.2 e

14
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An / (n) geht nach (1.31) wie N /2 gegen null. Die numerische Rechnung ergibt — siche
Reif, Kap. 1:

0683, v =1
(n)y+vAn
/ wn)dn =< 0954, v =2 (1.46)
(n)y—vAn
0997, v =3.

15
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2 Grundbegriffe der Klassischen und der Quantenstatistik

Betrachte ein System aus N Teilchen (Massenpunkten) zunéchst im Rahmen der Klas-
sischen Mechanik. Zustand des Systems durch Punkt

(1, g2, - G3N, D1, P2, -.p3N) = (¢, p) (2.1)

im 6 N-dimensionalen Phasenraum gegeben: Mikrozustand, da detaillierte atomisti-
sche Systembeschreibung. Zeitliche Entwicklung durch kanonische Bewegungsgleichun-
gen (1.1) = Phasenbahn (g (¢), p(¢)). Die Observablen A (¢, p) des Systems haben zur
Zeit t den Wert

At) = Alq(t), p(t)) - (2.2)

Gleichgewichtsthermodynamik. Betrachtet werden nur solche Observablen A (g, p) und
nur solche Zusténde (¢ (t), p (t)), fir die A (t) ,,im wesentlichen* zeitlich konstant ist:

Yy

0 T
e Abbildung 2.1 e

A(t) ~ A (2.3)

d. h. zeitliche Konstanz bis auf kleine Schwankunge (Fluktuationen) um Ay. Derartige
Gleichgewichtszustédnde — thermisches Gleichgewicht — stellen sich fiir alle makroskopi-
schen Observablen eines Vielteilchensystems nach einer gewissen Relaxationszeit 7 ,,von

16
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alleine“ ein. (7 kann Bruchteile von Sekunden oder Jahre dauern — je nach System und
Anfangszustand.) Voraussetzung dafiir ist, dass das System abgeschlossen ist oder dass
es sich in einer Umgebung befindet, die selbst schon im Gleichgewicht ist.

Beispiele: Der Impuls (Gesamtimpuls) eines in einem Kasten eingesperrten Gases; die
Energie (Gesamtenergie) eines Festkorpers in einem Wérmebad; dagegen z. B. nicht der
Ort eines einzelnen aus dem N-Teilchensystem herausgegriffenen Massenpunktes (mi-
kroskopische Observablen; Brownsche Bewegung).

Uns interessiert nicht die Art und Weise, wie das Gleichgewicht erreicht wird, sondern
dass es sich schlieBlich einstellt, sofern es nicht von auflien gestort wird. Im folgenden
wird es eine wichtige Aufgabe sein, den Gleichgewichtszustand genauer zu beschreiben.

Berechnung von Ay als Zeitmittel im Gleichgewichtszustand:

Ay = T/A dt = A. (2.4)

Alternative Moglichkeit: Betrachte Punktfolge {q 7, pld) } auf der Phasenbahn, ,gleich-
méafig” und ,,dicht“ verteilt:

P T (4%, P77
# |

.

Pharewbale

=y

e Abbildung 2.2 e

Bei insgesamt J Punkten (J hinreichend grof}) ist

= Z Alq = (A) . (2.5)

j=1

17
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Unter Einfithrung der Haufigkeitsverteilung

J
pla, p) = % > 6 —q)s(p - pY) (2.6)

j=1

stellt man Ag als Scharmittel wie folgt dar:

(4) = /A(q, p)p(q¢, p)dgdp . (2.7)

[ ...dq dp meint Integration iiber das 6 N-dimensionale Phasenraumvolumen.

In der Statistischen Mechanik wird der Mittelwert einer Observablen statt nach (2.4)
geméB (2.7) mit einer geeigneten Haufigkeitsverteilung p(q, p) gebildet. Nach der Er-
godenhypothese ,durchstreift“ die Phasenbahn den gesamten dynamisch erlaubten Teil
des Phasenraumes (z. B. die Energiefliche H (¢, p) = FE im Falle eines abgeschlossenen
autonomen Systems): Sie kommt im Laufe der Bewegung jedem Punkt dieses Berei-
ches beliebig nahe, und zwar sowohl den Gleichgewichts- als auch den Nichtgleichge-
wichtszustdnden — jedoch mit sehr unterschiedlicher , Intensitit“. Die Verteilungsfunkti-
on p (g, p) hat einen hohen Wert, wo sich das System lange aufhélt, wo es oft hinkommt;
sie hat einen niedrigen Wert, wo sich das System nur kurz aufhélt, wo es selten hin-
kommt:
; At

plg, p)dgdp = M - - (2.8)
Dabei ist At diejenige Zeitspanne innerhalb T, in der sich das System im Phasenraum-
volumen dq dp befindet. p (g, p) ist (fast) unabhéngig vom Anfangszustand ¢ (0), p (0).
Deutung von p (q, p) d q dp als Wahrscheinlichkeit dafiir, das System im Intervall dq dp
bei g, p anzutreffen. Eine Grundaufgabe der Statistischen Mechanik besteht darin,
p (g, p) ohne Zuhilfenahme der Phasenbahn ¢ (t), p (t) zu konstruieren.

Im folgenden wird nicht mehr ein einziges System betrachtet, das seine Phasenbahn
durchléuft und sich mit einer entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung in den ver-
schiedenen Gebieten des Phasenraumes aufhélt. Nach dem Vorschlag von Gibbs (1902)
betrachtet man stattdessen eine statistische Gesamtheit, ein Ensemble derartiger
Systeme: d.i. eine grofie Anzahl von (gedachten) Kopien des tatséchlichen Systems. Mit
,Kopie“ ist Nichtunterscheidbarkeit im makroskopischen Sinne gemeint. Die Systeme des
Ensembles befinden sich also alle in demselben Makrozustand. Spezifikation des Makro-
zustandes durch eine kleine Anzahl von Parametern (Koordinaten), wie z. B. Volumen,
Temperatur usw., die zur Kennzeichnung der experimentellen Situation, in der sich das
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System befindet, erforderlich sind. Dagegen sind die Mikrozusténde der Systeme des En-
sembles ganz verschieden voneinander. Von den Mikrozustdnden ist nur zu verlangen,

dass sie mit dem vorgegebenen Makrozustand vertraglich sind.

Die Verteilung der Systeme des Ensembles auf die erlaubten Mikrozustéande ist durch eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung p (¢, p) gegeben. Der Zeitmittelwert (2.4) fiir ein System
wird gemé#f (2.7) durch den Scharmittelwert {iber ein statistisches Ensemble ersetzt:

Zeitmittel A = Scharmittel (A) .

Der Beweis der Aquivalenz der beiden Mittelungsprozeduren ist ein schwieriges Problem
der Statistischen Mechanik. Eine vereinfachte Darstellung findet sich z. B. in Reif (1976),
Kap. 15.4.

Von der Verteilungsfunktion p (¢, p) ist allgemein zu fordern:

1. p (g, p) reell (2.9 a)
2. plg,p) >0 (2.9 b)
3. /p(q,p)dq dp =1. (2.9 ¢)

p spiegelt die makroskopischen Bedingungen wieder, unter denen sich das System befin-
det: Symmetrieeigenschaften, Werte der makroskopischen Koordinaten, ...

Die Einfiihrung von statistischen Ensembles ist unabhéngig von der Anzahl der Freiheits-
grade des betrachteten Systems. Die Methode kann auch auf Systeme mit kleiner Teil-
chenzahl angewandt werden, wenn die zur mikroskopischen Determination benotigten
Voraussetzungen nur unvollstéindig erfiillt sind. Allerdings kann man i.a. nicht erwar-
ten, dass die Observablen von Wenigteilchensystemen konstante (bis auf Fluktuationen)
Gleichgewichtswerte annehmen.

Im Gleichgewicht soll p nicht explizit von der Zeit abhéngen (stationéire Verteilung):

dp
—_— = 2.1

weil man nur dann zeitlich konstante Mittelwerte (2.7) erhélt. Im allgemeinen Fall ist
p = (g, p, t). Fiir diese Verteilungsfunktion gilt der Liouvillesche Satz:

dp
£ = 2.11
7 =0 (2.11)
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ausfiihrlicher:

Anschauliche Bedeutung: Die Dichte der Systempunkte in der Nachbarschaft eines ge-
gebenen Systempunktes ist zeitlich konstant.

Beweis A:

(2.12)

dJ = Anzahl der Systempunkte im Phasenraumvolumen dI'. dJo = dJi, da die
Systempunkte dI' nicht verlassen koénnen (kein Schnittpunkt zweier Phasenbahnen).
dTy = dT's, da der Ubergang (¢ (t1), p(t1)) — (q(t2), p(t2)) einer kanonischen Trans-
formation entspricht und sich bei kanonischen Transformationen das Phasenraumvo-
lumen nicht dndert. Also ist nach (2.12) p ldngs einer beliebigen Phasenbahn zeitlich
konstant. = (2.11). — Auch die Konstanz von dI' lings einer Phasenbahn wird als Liou-
villescher Satz bezeichnet. Vergleich mit inkompressibler Fliissigkeit.

Beweis B: Fiir die Systempunkte gilt ein Erhaltungssatz: keine Erzeugung und Vernich-
tung der Systeme des Ensembles; in differentieller Form als Kontinuitétsgleichung

dp . I
¢ + div(p?) =0 (2.13)
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mit
v = (4, p),
d. h. 6 N-komponentiger Geschwindigkeitsvektor im I'-Raum. Es ist

div(p?v) = aaq (pg) + (98]9 (pp)

_9p, Op, 9q 9P
_8qQ+8pp+p< i )

aufgrund der kanonischen Bewegungsgleichungen

_om . ow
gilt
94  0p _ #H  9*H 0.
dq dp 9qdp 9dpdq
also ist 9 9
o _Op . Op. -
div (p7) = 94 + ap]o gradp - U .

Aus (2.13, 18) folgt (2.11).

Mit Hilfe von (2.16) lésst sich der Liouvillesche Satz auch so formulieren:

dp B

mit der Poisson-Klammer

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.19) wird auch als Liouvillesche Gleichung bezeichnet. Es handelt sich um eine
partielle Differentialgleichung (linear, homogen, 1. Ordnung) zur Bestimmung der Ver-

teilungsfunktion p (g, p, t).

Im Gleichgewicht (2.10) gilt
{p,H} = 0.

(2.21)

Diese Gleichgewichtsbedingung ist erfiillt (hinreichende Bedingung), wenn p nur von

Erhaltungsgréfien A (q, p) abhéngt:

(A, H} =0
(), Hy = 044y = 0.
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Wichtigstes Beispiel fiir eine Erhaltungsgrofie ist die Hamilton-Funktion H (g, p) selbst,
d. h. also die Energie des Systems. Allgemein ist anzusetzen:

p(ap) = f(H (g p), Alg, p); B(g p), ), (2.24)
wobei A, B, ... weitere Erhaltungsgrofien sind.
Im Gleichgewicht gilt wegen (2.10, 13, 18):
grad p -7 =0, (2.25)
d. h. die Systempunkte bewegen sich im I'-Raum auf Hyperflichen konstanter p-Werte.

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Observablen A . Aus der Wahrscheinlichkeits-
verteilung p (g, p) der Zusténde (g, p) im Ensemble ergibt sich eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die Werte a, die eine Groe A (¢, p) im Ensemble annimmt. Betrachte ein
Intervall Aa = (aj, a2). Die Wahrscheinlichkeit fiir a € Aa ist

/p(qm)dqdp:/p(q,p)</5(@—A(q7p))da>dqdp

a1 <A(g,p)<az

0fiir A(g, p) ¢ Aa

1 fiir A(q,p) € Aa

a2

:/ </p(q’p)5(a— A(q,p))dqdp> da .

al
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e Abbildung 2.4

Danach ist

w (a) =/p(q, p)d(a — A(qg,p))dqdp
= (5(a — A)) (2.26)

als Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Observable A zu interpretieren. Wegen (2.9 ¢)
ist auch w (a) auf 1 normiert:

/w(a)da =1. (2.27)

Der Mittelwert von A im Ensemble ldsst sich statt durch Integration iiber p (g, p) auch
durch Integration iiber w (a) ausdriicken:

/A ¢, p)p(g, p)dgdp
_/ (/ ad(a— A ))da) (¢.p)dq dp
:/aw(a)da. (2.28)
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Die Streuung (Schwankung) einer GréBe A um den Mittelwert (A) im Ensemble ist wie
in (1.18) definiert:

AA = V(A - (4))) = V(4% - (4)%, (2.29)
wo (...) nach Belieben mit p (¢, p) oder w (a) zu berechnen ist.

Mehrere Observablen. Betrachte zwei Observablen A (g, p) und B (g, p). Die Wahr-
scheinlichkeit fir a < A(q,p) < a + da und b < B(q,p) < b + db ist durch
w(a, b)da db gegeben mit

w (a, b) Z/p(q, p)é(a — A(g, p))d(b — Blg,p))dqdp
=(5(a — A)d(b — B)) . (2.30)
Auch w (a, b) ist wegen (2.9 ¢) auf 1 normiert:

/w(a, b)ydadb = 1. (2.31)

Aus (2.30) erhiilt man durch Integration die A-Verteilung

wa (a) = /w(a, b)db (2.32 a)

bzw. die B-Verteilung
wp (b) = / w(a, b)da . (2.32 b)

A und B heiflen statistisch unabhingig, wenn w (a, b) in wy (a) und wp (b) faktori-

siert:

w(a, b) = wa(a) - wp(b) . (2.33)

Bei statistischer Unabhéingigkeit faktorisieren auch die Mittelwerte; vgl. (1.22):

(AB)://abw(a, b)da db

:/awA(a)da-/wa(b)db
=(A) - (B) . (2.34)
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Ein quantitatives Maf fiir statistische Abh#ngigkeit ist die Korrelation:

Kap=((A - (4)) (B — (B)))
=(AB) — (A)(B) . (2.35)
Ky p # 0 bei Kopplung von A-Abweichungen mit B-Abweichungen (und umgekehrt)
von den Mittelwerten (A) bzw. (B). Kap = 0 bei statistischer Unabhéngigkeit (2.34).
Man kann auch Verteilungen von mehr als zwei Observablen betrachten, z. B. ist p (¢, p)

selbst eine derartige Verteilung fiir 6N Observablen q1, g2, ... g3N, D1, P2, --- P3N:

w gy, - p3y) = (0 (g1 — q1) .0 (psy — p3n))
:/dQ1--- / dpsn p(qu, . psn) 6 (qy — q1) ... 8 (Dsy — P3n)
=p(q1, - Psn) - (2.36)

Entsprechend lésst sich der Begriff der statistischen Unabhéngigkeit auf mehr als zwei
Observablen erweitern, z.B. bei zwei (oder mehr als zwei) Untersystemen des betrach-
teten Systems:

Untersystem 1: Teilchen 1, ... N,

Untersystem 2: Teilchen N +1,..N.

Die beiden Untersysteme, d.h. die beiden Observablensétze qi, ... psy einerseits und
d3N' 41> ---P3N andererseits, heiflen statistisch unabhdngig, falls

p(q, - p3n) = p1(qi, - Pyn') = P2 (A3’ 15 - P3N) - (2.37)

Statistische Unabhéingigkeit von Untersystemen liegt i.a. dann vor, wenn die Wechsel-
wirkung zwischen den Untersystemen vernachlissigbar ist. Siehe Landau & Lifschitz
(1970), § 2.

Beispiel: Ideales Gas. N Massenpunkte ohne gegenseitige Wechselwirkung, in Ka-
sten eingeschlossen. Jedes Teilchen bildet statistisch unabhéngiges Untersystem. Fiir die
Verteilungsfunktion der Einteilchenenergie €1, €9, ...en gilt:

p(e1, €, nen) = (1) plea) v plen) - (2.38)
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Der Begriff der Korrelation spielt eine wichtige Rolle bei der Begriindung des Gesetzes
der groflen Zahlen. Dieses Gesetz gilt fiir makroskopisch additive (extensive) GroBen

A= /a(f)d%, (2.39)

a(¥) = A-Dichte. Es handelt sich um Observablen, die sich auf ein makroskopi-
sches Gesamtsystem beziehen und sich additiv aus den Anteilen a (%) d®z der einzel-
nen raumlichen Bereiche d®  des Systems zusammensetzen; z. B. Energie, Teilchenzahl,

magnetisches Moment, ...

Fiir das Schwankungsquadrat einer Grofle (2.39) gilt nach (2.29):
(AA)? = // (ta(@)a @) = (@) (@) @z d*a’ . (2.40)

In der Klammer ( ... ) steht die Korrelation der beiden A-Dichten an den Stellen Z und
Z'. Esist plausibel anzunehmen, dass diese Korrelation verschwindet, wenn die Distanz
|Z — Z'| eine gewisse Reichweite [ iiberschreitet, weil dann @ (') und @ (') statistisch
unabhéngig sind:

Xix

H

X
n~
X

V'f/s,_____ S

g
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e Abbildung 2.5 e

Dann gilt groflenordnungsméafig
(AA? ~ BV, (2.41)
wobei V' das Volumen des Gesamtsystems ist. Andererseits gilt
(A%) ~ (A)? ~ V2, (2.42)

Aus (2.41, 42) folgt fiir die relative Schwankung:

AA 3 1
@ ~ \/; ~ \/—N , (2.43)

wobei N die Teilchenzahl ist (N ~ V). Im thermodynamischen Limes (V, N — oo
bei festgehaltener A-Dichte) verschwinden die relativen Schwankungen makroskopisch
additiver Observablen wie 1 /+v/N.

Beispiel: Gesamtenergie

N
E = € (2.44)
i=1
des idealen Gases. Die relative Schwankung dieser additiven GroBe ist (Ubung)
AE Ace 1
2F 8¢ (2.45)

(E) () VN’

wobei A e und (¢) die Schwankung bzw. den Mittelwert der einzelnen Teilchen (fiir alle
gleich grof}) bedeuten; vgl. (1.33).

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems (zunéchst) durch einen Vek-
tor ¢ aus einem geeigneten Hilbert-Raum beschrieben. Fiir ein System von N spinlosen
Teilchen kann v z. B. als Wellenfunktion

v = (q, g, - g38) = ¥ (q) (2.46)
im Hilbert-Raum Ly (R*") dargestellt werden: Ortsdarstellung.

Im Unterschied zur KLM erméglicht die Kenntnis des Zustandsvektors ¢ in der QUM
i.a. keine genauen Angaben iiber die Werte der Observablen A des Systems (falls nicht
gerade v ein Eigenvektor von A ist). Selbst bei préziser Kenntnis von v sind dariiber i. a.
nur Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich. ¢ enthélt i. a. keine Information tiber den Wert
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von A bei einem einzelnen System, sondern ermoglicht nur die Angabe des Mittelwertes
(Erwartungswertes)

(A) = (v, AY) (2.47)

dieser Observablen in einer Gesamtheit gleichartiger (identisch préparierter) Systeme.

Die QUM nimmt bei ihren Aussagen iiber ein physikalisches System von vornherein Be-
zug auf eine statistische Gesamtheit (Ensemble). Der Zustand eines Systems lésst sich in
der QUM grundsiétzlich nicht genauer beschreiben, als eben als Zustand einer Gesamt-
heit solcher Systeme. Das geschieht im giinstigsten Fall durch einen Zustandsvektor :
reiner Zustand, reine Gesamtheit.

Aus praktischen Griinden ist jedoch die Priaparation einer reinen Gesamtheit und damit
die Angabe eines entsprechenden Zustandsvektors 1 i.a. nicht méglich. Das gilt vor al-
lem fiir die in dieser Vorlesung vorwiegend betrachteten Systeme mit hoher Teilchenzahl.
(Es gilt u. U. aber auch fiir so ,einfache* Systeme, wie das Spin—%—Teilchen; siehe das
nachfolgende Beispiel.) In diesem Fall ist das System als Bestandteil einer gemisch-
ten Gesamtheit zu betrachten, die man sich entstanden denken kann durch Mischung
reiner Gesamtheiten mit den Zustandsvektoren v;, 7 = 1, 2, ... J. In einem derartigen
Zustandsgemisch ist der Erwartungswert einer Observablen A durch

J

(A) = DN (15, Agy) (2.48)

j=1

gegeben; dabei gilt fiir die Besetzungszahlen \; die Normierungsbedingung

doa=1. (2.49)

Die 1); seien auf 1 normiert; es wird aber nicht vorausgesetzt, dass sie orthogonal zuein-
ander sind; sie brauchen nicht einmal linear unabhéngig zu sein.

Gl. (2.48) entspricht dem Scharmittel der Klassischen Statistik: Zu jedem j gehort ein
im Ensemble vertretener Zustand; nur bezieht sich in der Quantenstatistik jedes j nicht
auf ein einzelnes System, sondern auf eine ganze Teilgesamtheit des Ensembles.

Bei Einfithrung des statistischen Operators oder Dichteoperators

p=> NP, (2.50)
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wo Pj der Projektor auf den von ; aufgespannten eindimensionalen Teilraum ist, kann
man den Mittelwert (2.48) auch wie folgt schreiben:

(A) = Spur (Ap) . (2.51)
Beweis: Mit Hilfe eines beliebigen VONS [1), |2), ... |v), ... folgt aus (2.48) mit (2.50):

(A) = Z A (W) (v]Algy)
=) (vA Z |15} Aj (j|v)
=> (v[Aply) . (2.52)

Das ist die Behauptung (2.51). Die Spur ist unabhéngig von dem gewé#hlten VONS.
Anmerkungen:

e Zu Gl. (2.50): Der statistische Operator einer reinen Gesamtheit 1) ist der entsprechende
Projektor:
p =Py . (2.53)

Die dazugehorige Besetzungszahl X ist gleich eins, alle anderen Besetzungszahlen sind

gleich null.

e Zu Gl. (2.51): Das klassisch-statistische Scharmittel (2.7) lésst sich auch in der Gestalt
(2.51) schreiben, wenn man Spur ... = [ ...d ¢ dp definiert. Siehe Jelitto 6, S. 196.

Der statistische Operator (2.50) hat die folgenden Eigenschaften:

1. p=p" (2.54 a)
2. p>0 (2.54 b)
3. Spurp=1. (2.54 ¢)

Diese sind analog den drei Forderungen (2.9), die an die Verteilungsfunktion p (g, p) der
Klassischen Statistik gestellt wurden.

Beweis der Gleichungen (2.54). Zu 1: p ist hermitesch, da die Projektoren P; hermitesch
und die Besetzungszahlen \; reell sind. Zu 2: p ist positiv, da alle Erwartungswerte von
p positiv sind:

(&, ) = D N1y, ¥)* = 0 (2.55)
J
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fiir beliebige Zustandsvektoren . Zu 3: (A4) = 1 fiir A = 1.

Allgemein wird in der Quantenstatistik das statistische Ensemble durch einen statisti-
schen Operator mit den Eigenschaften (2.54) beschrieben. Ein derartiger Operator kann
immer in der Gestalt (2.50) dargestellt werden. Diese Darstellung ist jedoch nicht ein-
deutig: Zu einem p gibt es i. a. verschiedene Sétze {\;, 1;}. Darum ist es nicht sinnvoll,
sich eine nicht-reine Gesamtheit als Gemisch reiner Gesamtheiten vorzustellen — trotz
der iiblichen Bezeichnungen , gemischte Gesamtheit®, ,,Zustandgemisch®! Beispiel: All-
gemeine Spin—%—Zustéinde; siehe unten.

Auch Gl. (2.51) wird verallgemeinert: Sie stellt die allgemeine Vorschrift zur Berechnung
des Mittelwertes einer Observablen 4 im Zustand p dar.

Eigenwertproblem des statistischen Operators:

PPk = pk Pk - (2.56)

Die Eigenwerte p; haben wegen (2.54) die folgenden Eigenschaften:
L pe = pj

2. pr 20 (2.57)

3. ) =1,
k

d. h. sie sind reell, positiv (genauer: nicht-negativ), und ihre Summe ist gleich eins. Die
Eigenvektoren ¢ sind orthonormiert; von Entartung werde im folgenden abgesehen.

Spektraldarstellung des statistischen Operators:

p=> P, (2.58)
P

wo Py, der Projektor auf den von ¢y, aufgespannten eindimensionalen Teilraum ist. Sofern
p urspriinglich in der Gestalt (2.50) gegeben war, hat man nun die i.a. davon verschie-
dene Darstellung (2.58) fiir p. Das bestétigt die Behauptung von der Nichteindeutigkeit
der Repriisentation des statistischen Operators als Linearkombination von (eindimensio-
nalen) Projektoren.
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Der Eigenwert pj ist gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, den reinen Zustand ¢, im
vorliegenden Zustandsgemisch p zu finden:

(Pr) = Spur (Py p)

= Z py Spur (P Py/) (2.59)
k/
= Z Py O SPUr P = py
k/
Daher bezeichnet man die py, als Besetzungszahlen der ¢i. Die ,Besetzungszahlen® \; in
der Darstellung (2.50) haben im Allgemeinen nicht die Bedeutung von Messwahrschein-
lichkeiten fiir die Zusténde ;.

Der Operator p kennzeichnet einerseits den Zustand des statistischen Ensembles. Ande-
rerseits reprasentiert er aufgrund seiner Hermitezitéit eine Observable des betrachteten
Systems. Die p-Messung besteht in einer Diskriminierung nach den orthogonalen Eigen-
schaften ¢ (Entmischung); einem System, das den ,Kanal* k passiert hat, wird der
Messwert py zugeordnet. Im Falle (2.53) besteht die p-Messung in der Ja-Nein-Abfrage
betr. die Eigenschaft 1; einem System, das die Eigenschaft besitzt/nicht besitzt, wird
der Eigenwert 1/0 zugeordnet; siehe Quantentheorie-Skript S. 161.

Seien p1, p2 zwei statistische Operatoren, dann ist

Spur (p1 p2) = Spur (p2p1) (2.60)

zu deuten als Erwartungswert der Observablen p; im Zustand p2 oder als Erwartungswert
der Observablen ps im Zustand p;. Im folgenden wird p (fast) nur zur Zustandsbeschrei-
bung des statistischen Ensembles benutzt; sein Observablencharakter bleibt (fast) ohne
Bedeutung.

Reinheitskriterium. Nach (2.54 c) gilt Spur p = 1, dagegen ist
Spur p> < 1. (2.61)

Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn p ein eindimensionaler Projektor ist,
d. h. einen reinen Zustand beschreibt; das Kleinerzeichen steht genau dann, wenn p kein
eindimensionaler Projektor ist, d. h. ein Zustandsgemisch beschreibt.

Beweis: Aus der Spektraldarstellung (2.58) folgt

2 2
p = Pic P
> )
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2
N Spur p? = ; pp < (; pk> = (Spurp)? =1.

Genau dann steht in * das Gleichheitszeichen, wenn nur eine Besetzungszahl von null ver-

schieden (gleich eins) ist und alle anderen verschwinden; genau dann steht in * das Klei-

nerzeichen, wenn mehrere Besetzungszahlen von null verschieden sind °

Betrachte das VONS |1), [2), ...|v), ... Die Matrix (v/'|p|v) wird als statistische Matrix
oder Dichtematrix bezeichnet. Thre Diagonalelemente sind gleich den Wahrscheinlich-
keiten, die Zustdnde |v) im Ensemble vorzufinden:

(v|plv) = Spur (pP,) = Spur (P, p) = (P) . (2.63)

Der Erwartungswert des Projektors P, ist gleich der Messwahrscheinlichkeit fiir die
Eigenschaft |v). In der Basis der p-Eigenvektoren ¢y ist die Dichtematrix diagonal:

<¢k’|p|¢k> = Pk 5k'kz . (2.64)

Auf der Diagonalen stehen die Eigenwerte py; das sind nach (2.59) die Wahrscheinlich-
keiten (Besetzungszahlen) fiir die Zustéinde ¢y im Ensemble.

Die statistische Matrix p , , enthélt die gesamte Information iiber das betrachtete stati-
stische Ensemble. Im Falle eines endlich-dimensionalen Zustands-Hilbert-Raumes kann

man ihre Elemente experimentell bestimmen. Bei n Dimensionen sind dazu erforderlich:
e n? — 1 unabhingige Messungen im Falle eines Zustandsgemisches;
e 2(n — 1) unabhéngige Messungen im Falle eines reinen Zustandes.

Begriindung: Abzéhlung der unabhingigen Parameter in den beiden Fillen. Siehe auch
das nachfolgende Beispiel.

Beispiel: Spin—%-Teilchen. Zustand eines statistischen Ensembles von (z.B.) Elek-
tronen zu beschreiben durch statistischen Operator p mit den Eigenschaften (2.54) im
zweidimensionalen Hilbert-Raum )y /5; siehe QUM-Skript Kap. 11. Dichtematrix in Ss-
Darstellung ist die 2 x 2-Matrix (£3|p| & 3), die zur Vereinfachung ebenfalls mit p be-
zeichnet wird. Entwicklung von p nach den vier Basismatrizen op = 1l (Einheitsmatrix)
und o1, 09, o3 (Pauli-Matrizen):

p = ag (]l + a101 + as o9 + CL30’3) . (2.65)

Aus Spur p = 1 folgt ap = 1/2, da die Spuren der Pauli-Matrizen verschwinden; aus

pt = pfolgt @ = (a1, ag, ag) reell, da die Pauli-Matrizen hermitesch sind; also hat
man: 1

pzi(]l—i-é"&). (2.66)
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Die statistische Matrix hingt somit im Allgemeinen von n? — 1 = 3 unabhingigen
Parametern, den Komponenten des Vektors a, ab.

1 1 — 1
o= — < + a3 a1 za2> : (2.67)

In Ss-Darstellung ist

2 ar + tas 1 — as
die Eigenwerte sind % (1 £ a) zu den Eigenvektoren (£3| £ a).

Beweis. Mit @ = aa und a - & = o, folgt aus (2.66):
1
p=5 (I + aoy) - (2.68)

0, hat — wie jede o-Komponente — die Eigenwerte &+ 1 zu den Eigenvektoren (£ 3| £ a).

Aus p > 0 folgt
a <1; (2.69)

genau dann, wenn a = 1 ist, hat p die Eigenwerte 1, 0 und ist somit ein eindimensionaler
Projektor, d.h. beschreibt einen reinen Zustand; fiir a < 1 liegt ein Zustandsgemisch
Vor.

Experimentelle Bestimmung von p . Fiir den Erwartungswert von o, = & - @ im
Zustand p erhélt man mit (2.66):

<0u> = Spur (Uu P)
:%Spur (I +@-6)@G- )

—d-q (2.70)

mit Hilfe diverser Formeln aus Kap. 11 des QUM-Skripts. (o) ist also durch die Kom-
ponente von @ in u-Richtung gegeben. Somit folgt fiir die drei kartesischen Achsenrich-
tungen (4 = I, 9, &3):

ap = (op), k=1,23. (2.71)

Die Messung der drei Erwartungswerte (oy) liefert @; damit ist p vollstdndig bestimmt.
Wegen —1 < (0,) < +1ist |@ - a| < 1, woraus erneut (2.69) folgt.

Reiner Zustand |+ u) . Gesamtheit von Elektronen, die beziiglich der u-Richtung alle
die Spinkomponente + / /2 haben. (Das ist der allgemeine Fall eines reinen Zustandes:
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zu jedem v € ¥, gibt es eine Richtung u, so dass [¢) ~ |+ w) ist.) Dafiir gilt
(o) = 1, folglich @ = 4 und damit

a=1; (2.72)
siehe oben. Fiir die Dichtematrix folgt mit (2.68) und QUM Kap. 11:
1
P=3 (I + ou)
1 ( 1 + cos? e '¥ sind )

2 ¥ sind 1 — cos?

_( cos? ¥ /2 et sind /2 cosﬂ/2>

e'¥ sind /2 cosd /2 sin?4 /2
/2 ;
i ( a2 ) (cos /2, €75% sind /2 = (34 ) (£ 3)
= (£3|P,] + 3), (2.73)
d.h. p ist der eindimensionale Projektor P, = | + u)(+wu| in Ss-Darstellung; siehe

oben. Die statistische Matrix hangt im reinen Fall nur von 2 (n — 1) = 2 unabhéngigen
Parametern ab, den Winkeln ¢, ¢ der u-Richtung. — Zeige, dass in diesem Fall auch Spur
p? =1 gilt!
Zustandsgemisch durch Mischung reiner Zusténde, z. B. zweier Zusténde |u;), |ug):
p =X\ P, + Ao Py, (2.74)
mit Ay + A2 = 1. Wegen P,, = 1 (1l + 4; - &) nimmt p die Gestalt (2.66) an mit
a= MU, + Aty . (2.75)
1_

Auf diese Weise pripariert man allgemeine Spin-3-Zustinde mit beliebigem @ (a < 1).

Sei umgekehrt ein Spin—%—Zustand (eine statistische Gesamtheit von Spin—%—Teﬂchen)
mit bestimmten @ gegeben:

(SR

A, = ) g 2,42
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e Abbildung 2.6 e

Dieser ist nicht eindeutig in 41, Uo zerlegbar — es gibt unendlich viele M6glichkeiten.
Daher ist die Vorstellung reiner Komponenten eines Zustandsgemisches nicht sinnvoll;
siehe oben.

Polarisation. Ny sei die Anzahl der Elektronen mit o,-Werten =+ 1. Man definiert:

N, =N (+1)Ny 4+ (-1)N_ o
7T_N++N__ N, + N = (oy) =d-u (2.76)

als Maf fiir die Ausrichtung der Elektronen in u-Richtung. Fiir 4 parallel @ erreicht =
seinen Maximalwert (bei vorgegebenem @, d.h. vorgegebenem Ensemble):

T = a; (2.77)

dieser wird als Polarisation der Gesamtheit bezeichnet. Man unterscheidet drei Fille:

e mg = 1: Die Elektronen sind vollsténdig in a-Richtung polarisiert. Es handelt sich
um einen reinen Zustand mit p = %(]l + 04) = Spur p?2 = 1(p = P,).

e 0 < my < 1: Die Elektronen sind nur teilweise in a-Richtung polarisiert:

N+ _ 1+7T0 N_ _ 1—7['0 (278)
Ny + N_ 2 7 Ny + N_ 2 ’
Es handelt sich um einen gemischten Zustand mit der Dichtematrix p = % (1 +
T00a) = Spur p? < 1(p # P,).
e 19 = 0: Die Elektronen sind vollig unpolarisiert:
1
N, = N_ = §(N+ + N_) (2.79)

in beliebiger Richtung des Raumes. Der statistische Operator ist in diesem Fall ein-

fach p = %]lmit Spur p? = % °

Die zeitliche Entwicklung einer quantenmechanischen Gesamtheit wird durch die von
Neumann-Gleichung fiir den statistischen Operator beschrieben:

1

Pl =0, (2.80)

p
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WO

[0, Hl = pH — Hp (2.81)

der Kommutator von p mit dem Hamilton-Operator H ist. Gl. (2.80) ist das quantensta-
tistische Analogon der Liouville-Gleichung (2.19) in der Klassischen Statistik. Der Vertei-
lungsfunktion p (g, p, t) entspricht der statistische Operator p (t), der Poisson-Klammer
(2.20) korrespondiert der Kommutator — % [p, H] gemé&f (2.81).

Zum Beweis der von Neumann-Gleichung betrachtet man zunéchst die Zeitentwicklung
eines (eindimensionalen) Projektors Py, ) = P (1):

P(t) =y (1) (¥ ()]
=U (1) [ (0) (¥ (O] UT (t)
=U@)PO)UT () ; (2.82)
dabei ist U (t) der Zeitentwicklungsoperator. Da p eine Linearkombination von Ps ist,

folgt:
p(t) = U@ pO)U* (1) . (2.89

Ableitung nach der Zeit fiihrt (mit U (t) = —LHU (1)) auf:

pO) =T ) pO) Ut () + U ) p(0) U (1)
=~ HU () p(0)U* (1
=~ (Hp(t) = p(OH) ; (2.84)

das ist die Behauptung.
Im Gleichgewicht ist in Analogie zu (2.10, 21) zu fordern:
p=0 < [pH =0 (2.85)
‘H besitze die Eigenzustinde y, zu den Eigenwerten E,:
Hxn = EnXn - (2.86)

Die E, seien nicht entartet. (Entartung konnte z.B. vorliegen bei Translations- oder
Rotationsinvarianz des Systems. Zu fester Energie gibt es dann verschiedene — linear
unabhéngige — Zustidnde des Impulses bzw. des Drehimpulses.) In der Basis der Ener-
gieeigenzustinde lautet die Gleichgewichtsbedingung (2.85):

X Hp — pHlxn) = (B — En) (X, lplxn) = 0. (2.87)
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Wegen E / # E, fiir n # n folgt:

O 1PIXn) = 6,1, (XnlpIXn) (2.88)

d.h. die Dichtematrix ist in der x,-Basis diagonal. Deshalb sind die x, mit den Ei-
genvektoren ¢, in (2.56) zu identifizieren. Es handelt sich um Gleichgewichtszusténde
scharfer Energie F,,, die in der statistischen Gesamtheit mit der Wahrscheinlichkeit p,
vorkommen. Zu jedem E,, gehort demnach ein py,:

pn = p(En) (2.89)

Mit Hilfe der Spektraldarstellungen (2.58) fiir p und H = > E, P, fiir den Hamilton-
n
Operator folgt:

pzzpnpn:ZP(En)Pn:p(ZEnPn> :,O(H). (2'90)

n

Der statistische Operator fiir ein Ensemble im Gleichgewicht ist also bei fehlender Ent-
artung allein eine Funktion des Hamilton-Operators. Allgemein ist anzusetzen:

p=pH, A B, ..), (2.91)
wobei A, B ... weitere Erhaltungsgréfien des Systems sind:
H, Al =[H,B=..=0. (2.92)

Vgl. die analogen Ausfiithrungen fiir die Klassische Statistik, die zu Gl. (2.24) fiihrten.
Im Folgenden wird p (zunichst) in der Gestalt (2.90) angenommen. Siehe Landau &
Lifschitz (1970) § 4.
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3 Entropie und Gleichgewichtsverteilungen

Nach Kap. 2 ist eine statistische Gesamtheit im thermischen Gleichgewicht durch ei-
ne Verteilungsfunktion (Klassische Statistik) bzw. durch einen statistischen Operator
(Quantenstatistik)

p=p(H) bzw. p=p(H) (3.1)

zu kennzeichnen. Der Ansatz (3.1) gilt fiir den Fall fehlender Translations- und Rotati-
onsinvarianz; andernfalls héngt p noch vom Impuls bzw. vom Drehimpuls des Systems
ab. Auflerdem héngt p i.a. von der Teilchenzahl N ab. Diese Abhéngigkeit tritt einst-
weilen in (3.1) nicht in Erscheinung, da N eine Kontante des Systems ist. Spéter wird
N als variable Grofle des Systems zugelassen, so dass dann allgemeiner anzusetzen ist:

p=p(H,N) bzw. p=p(H,N). (3.2)

N ist der Teilchenzahloperator; er vertauscht mit dem Hamilton-Operator: [H, N| = 0;
siehe QUM-Skript Kap. 14.

In der Klassischen Statistik ist H = H (q, p) die Hamilton-Funktion des Systems.
(3.1) fithrt auf die Verteilungsfunktion

p=p(H(qp) = pgp) (3.3)

im Phasenraum. Im folgenden wieder p (g, p) statt p (g, p). Normierung:

/p(q,p)dq dp = 1. (3.4)

In der Quantenstatistik ist H der Hamilton-Operator des Systems. (3.1) fithrt in der
Basis der Eigenzusténde von ‘H (Eigenvektoren ¢; zu den Eigenwerten E;) auf den sta-
tistischen Operator

p="r (Z o) Ei <80z‘|> = ey p(Es) (il - (3.5)
i i
Dieser Operator ist somit vollstdndig bestimmt durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung

pi = p(Ei) (3.6)
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der Systeme der Gesamtheit auf die Quantenzustéinde. Normierung:
i

Im Folgenden geht es um die Frage, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen p (¢, p) bzw.
p; in einer bestimmten Gleichgewichtssituation zu wéhlen sind. Dabei sind die folgenden
Gedanken wesentlich:

1. Die Verteilung enthélt die gesamte fiir die jeweilige physikalische Fragestellung rele-
vante Information, die iiber das betrachtete System vorliegt.

Beispiel 1: Angaben iiber die Energie £ = E;, die Teilchenzahl N, das Volumen V
eines abgeschlossenen Systems:

. - b4 -
- . * - « . -
! . & a ¥ L L4 . =
. . . - - " %
- .

. L A\l ‘- * . "

. " 4o s - .. .'.

. " .

.

R L., -/ > .
*e ¥ » . .
. = . . .
. b -
. b . . ¢
.
. b4 . ‘
. - »
. L4 .
.
®s - - . - .
-. . L} s 8

. . %

" . . . .

- . -
. . . . . ’
L4 e

e Abbildung 3.1 e

Beispiel 2: Falls das System nicht abgeschlossen ist, sondern sich im thermischen Gleich-
gewicht mit einem Wirmereservoir der Temperatur T befindet, ist fiir die Energie nur
die Angabe des Mittelwertes moglich:

E = (H) = Spur (p'H) = Z pi Bi . (3.8)
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e Abbildung 3.2 e

7

Beispiel 3: Es kann auch sein, dass auler dem Warmeaustausch mit der Umgebung auch
ein Teilchenaustausch erfolgt. Die Umgebung ist in diesem Fall durch ein chemisches
Potential p zu charakterisieren. Dann ist auch fiir die Teilchenzahl nur die Angabe des
Mittelwertes moglich:

N = (N) = Spur (pN) = Z pi Ni (3.9)

wobei N; die Anzahl der Teilchen im Zustand ¢; ist.
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e Abbildung 3.3

Das System kann durch die Angabe der Werte weiterer makroskopischer Groflen (ex-
tensiver Groflen, Koordinaten) gekennzeichnet sein: auffer durch das Volumen z. B. auch
durch das elektrische und das magnetische Moment des Systems. Diese Gréfien sind
entweder durch ,hemmende Winde“ fest vorgegeben, oder durch Austausch mit der
Umgebung stellt sich ein Gleichgewichtswert ein, der durch einen Ensemblemittelwert
gegeben ist. Die Umgebung ist in den genannten Beispielen durch den Druck bzw. durch
das elektromagnetische Feld zu charakterisieren.

2. Bei der Konstruktion der Verteilung wird nicht mehr an Information hineingesteckt,
als tatsdachlich vorliegt. Das ,,Nichtwissen“ iiber die Verteilung wird — unter der Neben-
bedingung des vorhandenen ,, Wissens“ — als maximal angenommen. Zur Durchfiihrung
dieses Programms der Maximierung des Nichtwissens unter der Nebenbedin-
gung des vorhandenen Wissens ist es erforderlich, ein quantitatives Maf3 fiir den
Informationsgehalt der Verteilung einzufiihren. Dabei ist es formal einfacher, den diskre-
ten Fall der p;-Verteilung zu diskutieren (statt der kontinuierlichen p (g, p)-Verteilung).

Betrachte zunéchst nur ein System mit n Quantenzusténden |1), |2), ...|é), ... |n). Das
System befinde sich in einem dieser Zusténde, jeder Zustand sei gleichberechtigt (gleich
wahrscheinlich). Es geht darum, diejenige fehlende Information zu quantifizieren, die es
erlauben wiirde, den Zustand des Systems genau zu spezifizieren. Diese fehlende Infor-
mation wird als Informationsentropie S' (n) bezeichnet.

Forderungen an S’ (n): ) )
S (n)>S (m) fir n>m. (3.10)
1.
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Je mehr Zusténde in Frage kommen, dqsto grofler ist die fehlende Information.

S(1)=0. (3.11)
%ei nur einem Zustand muss sich das System in eben diesem Zustand befinden. Es fehlt
dann keine Information zur Zustandsfestlegung.

S (nm) =S (n) + S (m) . (3.12)
%ie Zusténde seien durch zwei Quantenzahlen ¢ = 1, ...n und j = 1, ... m spezifiziert.
Es gibt dann nm Zusténde |i j). Die fehlende Information dariiber, welcher von diesen
Zusténden vorliegt, ist die Summe aus der fehlenden Information iiber die Quantenzahl
7 und iiber die Quantenzahl j.

Aus 1., 2., 3. folgt — siehe Katz (1967), Kap. 1.2 —

/

S (n)==Fklnn, k = konstant . (3.13)

Es werde nun eine Gesamtheit von J Systemen der obigen Art betrachtet. Fiir die
Zusténde |1), |2), ...|7), ... |n) sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung pi, p2, ... pi, ... Pn
mit

n

 pi=1 (3.14)

i=1

gegeben. Das bedeutet im Limes J — o0, dass sich
Ji = piJ, 1 = 1, ey (315)

Systeme im Zustand |i) befinden. Wegen (3.14) ist

n

dgi=1J. (3.16)

i=1

In welchem Zustand befindet sich die Gesamtheit? Das soll heiflen: In welchen der
Zustdnde ... |i) ... befinden sich die J Systeme der Gesamtheit? Unter der Bedingung

(3.14 - 16) gibt es
J! J!
= 3.17
gleichberechtigte verschiedene Mdglichkeiten. Die fehlende Information zur Beantwor-
tung der Frage, welcher aus der Anzahl (3.17) der moglichen Zustédnde der tatséichlich

vorliegende Zustand (des Systems aus den J Systemen) ist, ist nach (3.13) gegeben durch

J!

Sy =k
! IT; (pi J)!

(3.18)
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Mit Hilfe der Stirling-Formel In J! ~ J In J — J und mit (3.14) erhélt man:
Sy=k(JInJ —J =3 pJ(np +InJ)+> pJ)
=—kJ Z piln p; . (3.19)
Pro System ergibt sich daraus die Informationsentropie der Verteilung ... p; ... zu

/ 1 1 / "
S = Jh_{noo jSJ = —k z:l piln p; . (3.20)

Anmerkungen:

1. Bei Gleichverteilung
1

pL=p2=..=p, = — (3.21)
n

ist
S =klnn=25

max

(3.22)

wie in (3.13). Das ist der Maximalwert von S = S’ (p1, pa, ... pn) unter der Nebenbe-
dingung (3.14): Bei Gleichverteilung ist die Informationsentropie maximal. Beweis?

2. Die Verteilung sei ,,scharf“:
pi = ik , (3.23)

d.h. das System sei mit Sicherheit im Zustand |k). Dann fehlt keine Information zur
Festlegung des Zustandes, und entsprechend ist in diesem Fall

S =0. (3.24)

3. Das Informationsmaf des , Nichtwissens“ ist durch S” gegeben; das InformationsmaB
des ,,Wissens* kann man durch

!

I1=S5

!
maa:_S

=k(nn + Z pi In p;) (3.25)

1

definieren. = I = 0 bei Gleichverteilung und I = I,,4; = k In n bei scharfer Vertei-
lung.

4. Unendlich viele Zustédnde ergeben bei Gleichverteilung

S = M ppg = . (3.26)

n—oo
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Man benoétigt unendlich viel Information, um zwischen unendlich vielen gleichberech-
tigten Moglichkeiten zu unterscheiden. Im Falle einer Nicht-Gleichverteilung kann S’
endlich sein (s. u.):

o

S = —k Z piln p; < oo (3.27)

i=1
5. Verallgemeinerung auf kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen p (g, p) ist
moglich.

Die Konstruktion der Wahrscheinlichkeitsverteilung ... p; ... erfolgt nun nach dem oben
angedeuteten Schema. Die p; werden so gewihlt, dass die Informationsentropie S in
(3.20) maximal wird — unter Beriicksichtigung gewisser Nebenbedingungen, die sich aus
dem Makrozustand des Systems ergeben. Diese Maximierung von S’ entspricht dem
Prinzip der geringsten Voreingenommenheit bzw. dem Prinzip der maximalen
Ehrlichkeit; siehe z.B. Jelitto 6, S. 241. Eine Verteilung, deren Informationsentropie
nicht maximal ist, enthélt Information, die durch den Makrozustand nicht abgesichert
ist. Durch Maximierung von S~ wird diese willkiirliche Zusatzinformation eliminiert.

Es stellt sich also die folgende Fxtremwertaufgabe: Bestimme das Maximum der Funktion

S = —k Z pi In p; (3.28)

unter den Nebenbedingungen — Gln. (3.7, 8, 9) —
d pi=1 (3.29)

> pE =E (3.30)

S N =N. (3.31)
i

Diese Nebenbedingungen nehmen Bezug auf die obigen drei Beispiele; weitere Nebenbe-
dingungen sind méglich und denkbar.

Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Betrachte eine Funktion f (x1,
... Ty). Notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist

df = 8$idazi = 0. (3.32)
i=1

1. Fall: Keine Nebenbedingungenf= d x1, ... d x, unabhingig
e 0, i=1,..n (3.33)
T

=
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als notwendige Bedingung fiir ein Maximum.

2. Fall: Nebenbedingungen

v=1.k<n (3.34)
dx; = 0. (3.35)

gy (r1, ...xp) = 0
n agy
dg, =
=2 5.

i=1

=

Nur n — k der n Differentiale d z; sind unabhéngig; o. B. d. A. seien das d xgy1, ...d .
Die Differentiale dz1, ... d z; hingen geméf (3.35) von den unabhéngigen Differentialen
dx;, i = k + 1, ...n ab. Beriicksichtigung diese Abhingigkeit in (3.32) kompliziert!

Betrachte stattdessen die Funktion

k
F(xy1, ...xy) = f (21, ...wy) — Z A gy (1, coy) (3.36)

v=1

Ay = Lagrangesche Multiplikatoren. Mit (3.32, 35) folgt:

n k
dF =Y af—ZA 090 ) 44s = 0 (3.37)
N (9.%'2 o1 ”8@ o ' ’

=1

Wihle A1, ... A\; so, dass die k Gleichungen

af'—ZAyag’f -0, di=1,..k (3.38)

erfiillt sind. Aus (3.37) folgt dann

n k
of d gy _
E <8xi — l;:l Ay 8951') dx; = 0. (3.39)

i=k+1

Die Differentiale d x4 1, ... d x,, k6nnen aber unabhingig gewéhlt werden; also gilt auch

k
55—2%3?20’ i=k+1 ..n. (3.40)

v=1

Die n + k-Gleichungen (3.38, 40) sowie (3.34) dienen zur Bestimmung der n + k& Unbe-
kannten 1, ... Ty, A1, ... Ap. Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines — bedingten
— Maximums!

Symbolische Darstellung des Verfahrens: Statt des Problems

dg,=0f =0 (3.41)
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behandelt man das dquivalente Problem

5(f—Z)\,,g,,) =0, g = 0. (3.42)

. . . . /
Die maximale Informationsentropie S,

'maz Wird als thermodynamische Entropie S

bezeichnet:

/

S

m

ax = 95 - (3.43)

Ist ... p; ... die gesuchte Extremalverteilung, so gilt mit (3.28):
S = -k Z piln p; . (3.44)
i

Bei Verwendung des statistischen Operators p = > p; P; gemé$ (3.5) kann man dafiir
i

auch schreiben:
S = —kSpur (plnp) = —k(ln p) . (3.45)

Im Folgenden werden verschiedene p;-Verteilungen diskutiert.

1. Mikrokanonische Gesamtheit. Bezugnahme auf Beispiel 1 gem&fi Abb. 3.1: Abge-
schlossenes System aus N Teilchen im Volumen V mit der Energie £ = FE;. Praktisch
liegt i. a. nur die unschérfere Information £ € AFE = {...E;_1, E;, E; 1 ... } vor:
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e Abbildung 3.4 e

Denn fiir grofles IV ist das Energiespektrum quasikontinuierlich. Man kann zeigen: Typi-
scherweise liegen fast alle Energienniveaus liegen am oberen Rand von A F — unabhéngig
von der Grofle von A E (siehe Jelitto 6, S. 235/236; siehe auch nachfolgendes Beispiel).
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Daher betrachten wir im Folgenden — zur Vereinfachung der Abzéhlung der Zusténde —
das Intervall
AED::{E”lﬂ < FE; < E}, (34@

wo FE7 die Grundzustandsenergie des Systems ist. Diese Energieniveaus haben fast alle
mit beliebiger (makroskopischer) Genauigkeit die Energie E.

A E enthalte insgesamt g Zusténde, die zur Vereinfachung mit |i), i = 1, ... g, bezeichnet
werden. Als Nebenbedingung wird nur die Normierung (3.29) gefordert:

g
d pi=1. (3.47)
i=1
Der entsprechende Lagrange-Parameter werde mit A = —k (2 4+ 1) bezeichnet. Dann

lautet das Extremalprinzip:

{k;Zpllnpz—i-kQ—l— (sz—1>}=0; (3.48)

1=1 1=1

mit

9
2l V0 o Cmp Q=0
8,0j{ } &

folgt

p; = €, j=1,..9, (3.49)

d.h. Gleichverteilung auf die Zusténde |j). Aus (3.47) folgt

et = <zg: 1>_1 = Q=-In (zg: 1) ; (3.50)

i=1 =1

damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der mikrokanonischen Gesamt-

heit:
g -1 1
p; = <§ 1) ==, j=1.9. (3.51)

i=1 g
Die in (3.50, 51) auftretende Summe

Zm=>» 1=g (3.52)
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bezeichnet man als Zustandssumme der mikrokanonischen Gesamtheit. Sie ist gleich
der Anzahl ¢ der Quantenzustinde in A E. Z,, hingt ab von der Energie F, von der
Teilchenzahl N und vom Volumen V' (oder anderen makroskopischen Koordinaten):

T = Zm (E, N, V) . (3.53)

Der statistische Operator der mikrokanonischen Gesamtheit ist

P—ZU

1
j=1 g
P(E

)
" Spur P (E) "’ (3:53)

wo P (FE) der Projektor auf den Hilbert-Teilraum der H-Eigenzustéinde mit Energie
< FE ist. Die Dimension dieses Raumes ist ¢ = Z,,,. Der Ansatz (3.54) erfiillt die drei
Forderungen (2.54) und die Gleichgewichtsbedingung (2.85).

Die klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung der mikrokanonischen Gesamtheit ist
(Jelitto 6, Kap. 10.2):

_ 6 (E — H(q, p))
p(e,7) = Jo(E—H(d,p))dqgp "

(3.55)

Die Verteilungsfunktion geniigt den drei Forderungen (2.9). Aulerdem ist die Gleichge-
wichtsbedingung (2.21) erfiillt. Die d-Funktion zwingt das System auf die Energiefléiche
H (g, p) = E. Praktisch hat man auch hier — wie in der Quantenstatistik — eine Ener-
gieunschirfe A E. Damit wird die Energiefliche zu einer ,,Schale” der Dicke A E. Be-
zeichnung dieses Phasenraumbereiches mit ' (E, A E); sein Volumen sei K (E, A E).
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P A
Heapr= E

TUE,AE) ) T(E)

e Abbildung 3.5 e

Die Informationsentropie von p (g, p) ist maximal bei Gleichverteilung:

1
ple,p) = K(E,AE)’
0 sonst.

(.7) € T (E. AF) (556 a)

Analog zur QUM liegt bei grofier Teilchenzahl fast das gesamte Volumen der Energie-
schale am oberen Rand von A E (siehe unten; siche Jelitto 6, S. 227/228). Daher begeht
man einen absolut vernachliissighare Fehler, wenn man zum durch H (¢, p) < E defi-
nierten Phasenraumbereich I' (E) vom Volumen K (F) iibergeht:

p(q. p) = Kz) (2.7) € T(E)

0 sonst.

(3.56 b)

Fast alle Systeme dieses Ensembles haben mit beliebiger (makroskopischer) Genauigkeit
die Energie E. Die Verteilung (3.56 b) ist mathematisch leichter zu handhaben als die
Verteilung (3.56 a).

Die zu der Gleichverteilung (3.51) gehorige maximale Informationsentropie ist

/

S

max

=—-kQ=klng, (3.57)

vgl. (3.22). Die thermodynamische Entropie der mikrokanonischen Gesamtheit ist
also
S=klnZ, (3.58)
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(Boltzmann, 1872). Sie hingt wegen (3.53) von der Energie, der Teilchenzahl und dem
Volumen des betrachteten Systems ab (ZustandsgroBe):

S =S(E,N,V). (3.59)

Beispiel: Ideales Gas. N unabhiingige (wechselwirkungsfreie) Teilchen der Masse m
in wiirfelformigem Kasten der Kantenlédnge L. Wellenfunktion — ohne Symmetrisierung:

Ib(wl, X9, ...ng) ~ €i(k1x1+k2x2+"'k3Nx3N) ; (3.60)

periodischen Randbedingungen unterworfen:

eik‘j Tj — e’i lcj (LU]' +L)

. 2
kil =1 = k= %nj , nj ganz . (3.61)

=
Energieniveaus (quasikontinuierlich):

2

E(nl, no, ...TL3N) = % (k% + k’% + ... + k‘gN)
h2 2 2 2
Anzahl der Zusténde im Intervall
0 < E(nl, nag, ...7”L3N) < F (3.63)

durch Integration iiber Kugel vom Radius (2m L?/h?)"/? im 3N-dimensionalen 7i-

g :Jdnl/dng.../dngN (364)
3

mit Zn? < 2mEL*/h?.
j=1

Raum:
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e Abbildung 3.6 e

v-dimensionale Kugel. Betrachte das Volumenintegral

+o0 +oo +o00
I, = /da:l / dzs ... / day, e~ @ Hasttal) — /2, (3.65)
—o0 —o0 —o0
in Polarkoordinaten gilt
[e.e]
I, = /dr leQ, (3.66)
0

wobei 2, die Oberfliche der v-dimensionalen Einheitskugel ist. Durch die Substitution
r? = t erhilt man

o0

I, = %/dt et/271q, = %r (g) QO ; (3.67)
0
dabei ist die ['-Funktion durch die Integraldarstellung
0o
() = / dt et (3.68)
0
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gegeben. Gleichsetzen von (3.65, 67) liefert

Q, = 2w /2 3.69
YT TWw/2)’ (3.69)

damit folgt fiir das Volumen der v-dimensionalen Kugel vom Radius R:

R
V,=Q, / dr =1
0

Q, R
v
7.(.1//2

B IPES) R, (3.70)

wobei zI' (z) = I'(z+ 1) benutzt wurde. Verifiziere fir v = 2, 3 die bekannten Formeln!

Anmerkung 1: Das Volumen einer v-dimensionalen Kugelschale mit den Radien R — ¢
und R ist (0 < ¢ < R):

R
vV, =9, / dr V=1
R—¢

v, (1 . (R; ‘E)V) =Xy, (3.71)

unabhéngig von e. Fiir grofles v liegt das Volumen der v-dimensionalen Kugel praktisch

ganz an der Oberfléache.

Mit v = 3N, R = (2m E L? / h?)Y/2 folgt aus (3.64, 70):

73V /2 2mE L? SN /2
I T@BN/2+ 1) < h2 > ' (38.72)
Benutzt man die Stirling-Formel (1.39) in der Gestalt
T(n+1) =nl ~ (g)" (3.73)
und setzt man V = L3, so erhilt man schlieSlich
3N /2
g = <367T”;L2 ff) / vy (3.74)
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Beriicksichtigung der Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen durch Division durch N! ~

(N /e)N NNz N
g = <3wh2 N) <N> eN/2 = g(E, N, V). (3.75)

Die korrekte quantenstatistische Behandlung des idealen Bose- und des idealen Fermi-
Gases erfolgt spéter. Das hier gewonnene Resultat entspricht dem klassischen Grenzfall
der Quantenstatistik: Klassische Statistik mit , Phasenraumparzellierung” in Zellen vom
Volumen A3V,

Anmerkung 2: Verteilung der Zustdnde im Intervall (3.63) geméf Zustandsdichte

0

C(e, N, V) = %g(s’va),0<5<E

0 sonst,

(3.76)

d.h. { (e, N, V) de ist die Anzahl der Quantenzustinde im Energieintervall de bei ¢;
somit ist

E
g(E, N, V) /gsNV (3.77)
0

TA

Q
m&
™

e Abbildung 3.7 e
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Fiir groBe N hat die Termdichte (3.76) bei ¢ = E einen auflerordentlich scharfen Peak:
Fast alle Zustdnde aus dem Intervall (3.63) liegen unmittelbar unterhalb von ¢ = E.
Betrachtet man namlich statt (3.63) ein Intervall E — AE < ¢ < E,AE < E, so
hat man damit fast alle ¢ Zusténde erfasst; denn

g(E - AE,N,V AEN\N2
(9<ENV) ):<1—E =0, (3.78)

d.h. im Limes N — oo verschwindet der Bruchteil der Zusténde aus (3.63), die nicht in
(E — AE, E) liegen — selbst bei beliebig kleinem A E!

Betrachte eine Gesamtheit idealer Gase von der obigen Art. Schreibt man vor, dass die
Energie im Intervall (3.63) liegen soll, so bedeutet das praktisch: Vorgabe der Energie E
mit verschwindend kleiner Unschérfe A E. Damit handelt es sich — bei festem N und V
— um eine mikrokanonische Gesamtheit mit der Zustandssumme (3.75) (wegen (3.52)):

Zm (E, N = — = — . .
m (B, N, V) (3m2 N> € (3.79)
Die Wahl des Intervalles (0, E) statt des Intervalles (E — A E, E) ist fiir die Berechnung
von Z,, bequemer, am Resultat #ndert sich wegen (3.78) praktisch nichts.

Aus (3.79) lasst sich gemé&f (3.58, 59) die Entropie des idealen Gases (im klassischen
Grenzfall) berechnen:

. 3/2
S(E,N,V) = kN (m ((W ﬁ) ]‘\/,> + g) | (3.80)

Das ist eine homogene Funktion vom Grade 1:
S(aE,aN,aV)=aS(E,N,V), (3.81)

woraus — am speziellen Beispiel — erhellt, dass die Entropie eine extensive Zustandsgrofie
ist.

2. Kanonische Gesamtheit. Siche Beispiel 2 gem#dfl Abb. 3.2. Ein System aus N
Teilchen im Volumen V befinde sich in schwacher Wechselwirkung mit seiner Umgebung.
Die Wechselwirkung spiele sich nur im Bereich der Oberfléiche ab; dieser Bereich sei klein
gegen das Volumen des Systems. Dann ist die Wechselwirkungsenergie vernachléssigbar
gegen die mittlere Energie des Systems.
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Makroskopisch sei die Umgebung als Warmebad der Temperatur T gekennzeichnet. Im
Gleichgewicht nimmt das betrachtete System — evtl. nach einer gewissen Ubergangszeit
— dieselbe Temperatur 71" an.

Das System habe die Quantenzustidnde |i) zur Energie E;. Befindet sich das System
anfangs in einem dieser Zustédnde, so geht es in Folge der Wechselwirkung mit der Um-
gebung — thermodynamisch: Energieaustausch in Form von Wéirme — in alle anderen
Quantenzustéinde iiber. Im Gleichgewicht befindet sich das System mit der Wahrschein-
lichkeit p; im Mikrozustand |i). Der Makrozustand schreibt gemif (3.8) die mittlere
Energie vor:

E=> pE. (3.82)

Zur Bestimmung der p;- Verteilung stellt sich somit die Aufgabe, die Informationsentropie
(3.28) unter den Nebenbedingungen (3.29, 30) zur maximieren:

B {—kz pilnp; + k(Q 4+ 1) <Zpi — 1) - kﬂ(ZpiEi — E)} =0 (3.83)

7
mit den Lagrange-Parametern —k (2 + 1) bzw. k 3. Es folgt:

0

apj{'“} =0 = -lnp+Q—BE =0

p; = PP (3.84)

=
Aus der Normierungsbedingung > p; = 1 folgt
i

et = <Z e_ﬂE’) = Q=—In (Z e—ﬂEz) ; (3.85)

damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der kanonischen Gesamtheit (kei-

ne Gleichverteilung!):
e PE;

Die in (3.85, 86) auftretende Summe

Zy =Y efh (3.87)

i
bezeichnet man als kanonische Zustandssumme. Sie héngt von 3, N und V ab:

Zy = Z (B, N, V) (3.88)
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und evtl. von anderen makroskopischen Zustandsgréfien.

Der statistische Operator der kanonischen Gesamtheit ist

e‘ﬁH

= Sour R (3.89)

p

Er erfiillt die drei Forderungen p = p*, p > 0 und Spur p = 1 sowie die Gleich-
gewichtsbedingung [p, H] = 0. Seine Eigenwerte sind die Besetzungszahlen p; geméf
(3.86); seine Eigenvektoren sind die Energiezusténde |j) zu den Energien E;.

Der Lagrange-Multiplikator § ldsst sich mit Hilfe der Nebenbedingung _ p; E; = E
i

zugunsten der Energie eliminieren. Aus (3.85, 82) folgt nédmlich:

po LB
95 S TR
= Z E; p;i
—E; (3.90)
somit ist 9
B= g5 Z(5, N, V). (3.91)

Man kann hieraus im Prinzip § als Funktion von F, N, V gewinnen:
B =pB(E N,V) (3.92)
und damit auch die Zustandssumme durch diese Variablen ausdriicken:

Zy = Zy(E, N, V) . (3.93)

Die Entropie der kanonischen Gesamtheit ergibt sich mit (3.84) zu

S=-kY P Q- BE)

=k B LN Bt

——
= —k(Q - BE). (3.94)

o7



Entropie und Gleichgewichtsverteilungen P. Eckelt

Ausgedriickt durch die Zustandssumme, erhilt man:
S=k(lnZy + BE), (3.95)

wobei S — je nach dem, ob man (3.88) oder (3.93) w#hlt — als Funktion von 3, N, V
bzw. E, N, V angesehen werden kann:

S =S(3,N,V) baw. S=S(E N,V). (3.96)

Man kann den Zusammenhang (3.92) zwischen § und E auch durch S ausdriicken. Aus
(3.94) folgt bei festem N, V:

00
s = — ((86 - E) g — 6dE) — kBdE

0
=195 (E, N, V)
8= 5 . (3.97)

=
Der Ubergang von der Funktion (3, N, V) zu der Funktion —% S(E, N, V) gemif

(3.94) zusammen mit (3.90, 97) entspricht einer Legendre- Transformation; siehe unten.

Der Lagrange-Parameter § hingt eng mit der absoluten Temperatur T' zusammen:
8= — (3.98)

WO

k=138.. x 108 JK! (3.99)

die Boltzmann-Konstante ist. Dieser wichtige Zusammenhang wird im Rahmen der fol-
genden Beispiele plausibel gemacht und spéter bei der Zusammenfithrungen von Stati-
stischer Mechanik und Thermodynamik bewiesen.

Beispiel: Paramagnetismus. Vgl. das Beispiel in Kap. 1. Betrachte ein System von
N Atomen mit dem Spin 1/2 und dem magnetischen Moment p im Magnetfeld B. Jedes
Atom hat entweder die Energie —u B oder die Energie +u B entsprechend Parallel- bzw.
Antiparallelstellung des magnetischen Dipols zum Feld.
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bede g~
N

o

AN

*‘
s

“r‘
=
Na_
=1
=

e Abbildung 3.8 e

Die Wechselwirkung zwischen den Atomen sei vernachlissigbar, z. B. seien die Atome
auf geniigend weit voneinander entfernten Gitterplédtzen eines Festkorpers lokalisiert.
Ferner werde — einfachheitshalber — eine evtl. Identitét der Teilchen (Pauli-Prinzip)
vernachléssigt. Das System habe die Temperatur T — infolge Einbettung in ein entspre-
chendes Wirmebad.

Die Energiewerte des Systems sind
E,=-nuB+ (N —n)uB, (3.100)

n = 0,1,2,...N. n = Anzahl der Atome in Parallelstellung = N — n = Anzahl der
Atome in Antiparallelstellung. Die Energiewerte hdngen nicht vom Volumen ab. Jedes

Energieniveau ist g,-fach entartet mit

9"2<Z>:<N]in>' (3.101)

Kanonische Zustandssumme — nach (3.87):

N
7 Z gne—ﬁ(—nuB+(N—n)uB)

n=0
n=0
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= (PHB 4 e PHBYN (3.102)
d. h. Faktorisierung der Zustandssumme bei statistisch unabhéngigen Teilsystemen:
Zk (B N) = (G (B)Y (3.103)
wo G (B) = 1P 4 7B (3.104)
die kanonische Zustandssumme des einzelnen Atoms ist.

Die (mittlere) Energie des Systems ist — nach (3.91):

E= —(,fﬁ In Z (4, N)

= —pu BN tanh (5 B) . (3.105)

Dieser Ausdruck lésst sich nach [ auflosen (die Ausnahme):

1 E

Aus (3.105) folgt mit (3.98) die T-Abhdingigkeit der Magnetisierung einer paramagneti-
schen Substanz im B-Feld. Das mittlere magnetische Moment der Atome ist:

_ E uB
Zwei Grenzfalle sind zu betrachten:
nB ,
*wr V¢

uwB uB _ u? B
tanh [ -— — )
an (kT> kT T M T %T

Das ist das Curiesche Gesetz i ~ T~ bei hohen Temperaturen.
uwB

o —— — OO ¢
tanh<'zg) -1 = §n—-upu
Vollsténdige Ausrichtung bei hohem B und niedrigem 7.
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e Abbildung 3.9 e

Fiir die Entropie erhilt man schlieBlich — nach (3.95)

S(B,N) =k(n Z (B, N) + BE (B, N))

E E
E N)=kN |- tanh | ——
= S(E, N) (HBNaran (,uBN)
4 n <eartanh<M§N) n e—artanh(ﬂgzv>>> ) (3.108)
Mit o
1
artanhz = In (1 + x) , lz| < 1 (3.109)
-z

formt man (3.108) wie folgt um:

(3.110)

1 E 1 E
g N\ (g g\ (g

Diese Funktion ist — wie in (3.81) — homogen vom Grade 1 in den Variablen E, N :
S(aE,aN) =aS(E, N).

Das Resultat (3.110) kann man auch durch Betrachtung einer mikrokanonischen Gesamt-
heit, wo statt der Temperatur die Energie vorgegeben ist, im Grenzfall hoher Teilchenzahl
herleiten. Ubung!
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Anmerkungen:

1. Wesentlich fiir die kanonische Gesamtheit ist die schwache energetische Kopplung des
betrachteten Systems (37, Hamilton-Operator H;) an die Umgebung (X2, Hamilton-
Operator Hz). Daraus folgt fiir den Hamilton-Operator H des Gesamtsystems:

H="H1 + Ha; (3.111)
fiir den statistischen Operator ist anzusetzen:

p=pH) =pH + H) (3.112)

NS >:/
AN
///////\///////>>>////// Z

e Abbildung 3.10 e
Die vernachléssigbare Wechselwirkung impliziert statistische Unabhéngigkeit:

p(Hi + H2) = p(H1) p(Ha2) . (3.113)
Diese Funktionalgleichung hat die Lésung
p(H) = konst. ekonst-7 (3.114)

sowohl fiir das System als auch fiir die Umgebung. (Indizes i = 1, 2 weggelassen.) Die
Konstanten sind aus den Bedingungen Spur p = 1 und Spur (p’H) = E zu berechnen.
Siehe oben.
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2. Eine kanonische Gesamtheit enthélt Systeme aller Energien E;. Die relative Hiufigkeit
mit der E; vorkommt, ist durch

pi =% Zk:§ e PE: (3.115)
k -
(A

gegeben. Wir haben den Mittelwert
(Hy =Y pBi=E (3.116)

als die Energie des vorliegenden Systems betrachtet. Inwieweit ist diese Vorstellung ge-
rechtfertigt? (H) reprisentiert deshalb die Energie des Systems, weil man zeigen kann,
dass fast alle Systeme der Gesamtheit energetisch bei diesem Mittelwert liegen: die re-

lative Schwankung der Energie verschwindet im Limes hoher Teilchenzahl wie N—1/2;
denn
1
e 718E2
(H) Z ZZ: Eje
1 9 0
= 7, = ——1nZ A1
Zk 8ﬂ k a/@ n Zi (3 7&)
und
2y - L 2 B E;
R
2,082 7"
:efln Zy, 872 In Zj,
0 32
0 0
— —In Zk _ In Zk _ 1 Z
o5 ( a5 k)
d 9
=(=—InZ — In Z A1
<8ﬂn k)—l-aﬁan, (3.117 b)
folglich
0
() = () = ),
(AH)? = (H?) — (H)” = ——— (H)
= <AH> _ (/o5 94 (3.117 ¢)
= (H) (H)? N ‘

da (H) sowie 0 (H) / 0 8 proportional zu N anwachsen. Gesetz der grofien Zahlen!
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Die klassische kanonische Verteilung ist
e~ BH(gp)

- f e—ﬁH(q,,P,)dq/ dp/ ’

p (4, p) (3.118)
diese ist reell, nicht-negativ, auf 1 normiert und befriedigt die Gleichgewichtsbedingung
{p, H} = 0; sie ist plausibel im Hinblick auf (3.89). Bei der Herleitung von (3.118) steht
im Folgenden nicht das Prinzip der Maximierung der Informationsentropie im Vorder-
grund; dieser Weg konnte in voller Analogie zu den bisherigen Uberlegungen bestritten
werden. Vielmehr wird ein heuristischer (Rate-) Weg eingeschlagen. Dabei wird sich
(erneut) zeigen, dass der Lagrange-Parameter 5 gemifl (3.98) mit der Temperatur des
betrachteten Systems verkniipft ist.

Die barometrische Hohenformel beschreibt die Abhéngigkeit des Luftdruckes p bzw.
der Teilchendichte n von der Hohe z.

e

e Abbildung 3.11 e

Kriftegleichgewicht in einer Luftsdule vom Querschnitt A:

—p(z+dz)A+p(z)A—mn(z)Adzg =0, (3.119)
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wo m die (mittlere) Masse der Luftmolekiile, g die Schwerefeldstirke ist. Luft als ideales
Gas bei der Temperatur 7' geniigt der (thermischen) Zustandsgleichung

p=nkT. (3.120)

Aus (3.119, 120) folgt fiir die Teilchendichte die Differentialgleichung

dn (2) mg
= —— . 121
P e 1 (2) (3.121)
Losung:
n(z) = n(0)e *#t* (3.122)

d. h. exponentieller Abfall der Teilchendichte mit der Hohe und damit des Druckes —
unter der Voraussetzung konstanter Temperatur, was natiirlich nur beschrankt giiltig
ist.

Statistische Interpretation von (3.122): Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Luftmo-
lekiil im Intervall d z bei z zu finden, ist

p(z)dz = po T dz ; (3.123)
dabei ist
Vi(z) = mgz (3.124)

die potentielle Energie des Teilchens. Die Konstante pg ist so zu wéhlen, dass die Nor-
mierungsbedingung

/p(z)dz =1 (3.125)
0

erfiillt ist. Im vorliegenden Fall ist

po = T - (3.126)

Verallgemeinerung auf beliebige dreidimensionale Potentiale V' (¥ ): Die Wahrscheinlich-
keit, das Teilchen im Bereich d* x bei ¥ anzutreffen, ist p (&) d® z mit
o~V (@) /KT
p(@) = [ e V@R g8y

(3.127)
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Unter der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung versteht man die Verteilung
der Geschwindigkeiten der Molekiile eines idealen Gases: f (¥')d®v sei die Anzahl der
Gasmolekiile pro Einheitsvolumen im Geschwindigkeitsintervall d® v bei v. Es folgt

/f(ﬁ)d% =n, (3.128)

wo n = N /V die Teilchendichte ist. Annahmen diber f (¥):

1. Isotropie der Verteilung:

f(@) =g . (3.129)
2. Statistische Unabhéngigkeit der ¥-Komponenten:
(@) = h(vz) h(vy) h(v:) . (3.130)
Aus 1. und 2. folgt
g (W + vy + v2) = k(03) k() k(v) . (3.131)

Logarithmische Ableitung nach v2, vg, v? ergibt

mit einer von v, vy, v, unabhingigen Konstanten a. " bedeutet Ableitung nach dem

jeweiligen Argument v2, v2, vg, v2. Aus (3.132) folgt

/

g (v*) = —ag(v*) (3.133)

mit der Losung
2

f(@) =be ", b, a = konstant . (3.134)

Bestimmung der Konstanten a und b:

1. Normierung von f (¢'). Aus (3.128) folgt
47h / e " dy = n . (3.135)
0

Damit das Integral konvergiert, ist a > 0 erforderlich.

2.Kinematische Uberlegung:
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l
t v ol -t

e Abbildung 3.12 e

Anzahl der Teilchen, die im Zeitintervall d ¢t mit einer z-Komponente der Geschwindigkeit
v, aus dem Intervall d v, die Wandflache A erreichen und dort reflektiert werden:

—+o00 —+o00
dv, / do, / dv. f () (Avadt) ; (3.136)
—0o0 —0o0

von diesen Teilchen auf A iibertragener Impuls:

+oo +oo
duy / d v, / dv, f (V) (Avg dt) (2muy) . (3.137)

Kraft auf A (Impuls / Zeit), verursacht durch Teilchen mit beliebigem v, > 0:

00 +oo +oo
F = 2mA/de / d vy / dv, f(T)v2 . (3.138)
0 —00 —00
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Druck p = F'/ A; mit (3.134) folgt:

“+00 —+00 —+00
2.2 .2
p:mb/de / duy / dv,e “(”z+“y+’”z)vg
— 00 —0oQ —0Q

o
4mmb
=rn /v4e_““2dv. (3.139)
0

3

Die Integrale (3.135, 139) sind von dem fiir die Statistische Physik sehr wichtigen Typ
Is(a) = / oS e o (3.140)
0
s = 0,1, 2, ... Substitution v = \/t/a fithrt mit (3.68) auf

o0

zs<a>=;a—<s+l>/2/t<5—1>/2e—tdt
0

Wegen I' (z + 1) = zI'(2) folgt

s+ 1 s —1 s — 1 s—1 s—3 s —3
F<2>— 5 F<2>— 5 2F(2>—...7 (3.142)

mit I' (1/2) = /7, I'(1) = 1 erhélt man schliefflich

1
I():ﬁafl/2 11:2 -1

9 ) Sa )

L=V =l (3.143)
4 2

Iy = 3\8/Ea_5/2 , I =a7?,

Setzt man die Werte fiir Iy bzw. fir I in (3.135, 139) ein, so ergibt sich

b (f)w = n (3.144)

a
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bzw. b 32 1
mb /m mn
_mbm321 _mn 14
P 2 (a) a 2a (3.145)
Fiir ein ideales Gas gilt aber die Zustandsgleichung (3.120), somit folgt
m
Ferner folgt aus (3.144):
a\3/2 m \3/2
b=n(2)" =n( ) 3.147
"\7 "\onkT (3.147)

Fiir die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung erhilt man schlielich aus (3.134, 146,
137) den Ausdruck:

m )3/2 _ma?

F (@) = (%kT e BRT (3.148)

Statistische Interpretation von (3.148). Die Gesamtzahl der Teilchen aus dem Geschwin-
digkeitsintervall d3 v bei ¥ erhilt man durch Integration iiber das Volumen V:

m 3/2 7mv2
) e

/(f(ﬁ)d3v)d3x:Vf(U)d3v:N<27TkT BT 4By (3.149)

|4

Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Teilchen mit dieser Geschwindigkeit zu finden,
ist also gleich p (¥') d® v mit

o m 3/2 _mo?
p(7) = (MkT) e BT (3.150)

die Normierung ist
/p(a)d% =1. (3.151)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Impulsraum erhélt man wegen p = m ¢ den
Ausdruck

1 3/2 2
p(p) = (27_[_ka> e_QTnkT Y (3'152)

der ebenfalls auf 1 normiert ist:
/p(ﬁ) dp=1. (3.153)

Gegeben sei nun ein System aus N nicht wechselwirkenden Teilchen. Befinden sich diese
Teilchen in einem &ufleren Kraftfeld mit der potentiellen Energie V (Z), so ist wegen
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der statistischen Unabhéngigkeit von Teilchenort und Teilchenimpuls fiir die simultane

Orts-Impuls- Wahrscheinlichkeitsverteilung anzusetzen:

_F2/2m+v (@)

p(T, ) = Ce T FT (3.154)

vgl. (3.127, 152). p (&, p') d®> x d® p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein bestimmtes der
insgesamt N Teilchen im Ortsintervall d® 2 bei Z und im Impulsintervall dp bei § zu
finden. Die Konstante C' ist so zu wihlen, dass wiederum gilt:

/p(:z', P)dPzddp =1. (3.155)

Verallgemeinerung. Die einzelnen Teilchen des Systems mogen innere Freiheitsgrade ha-
ben. Es handele sich z. B. um mehratomige Molekiile mit Freiheitsgraden der Vibrati-
on und der Rotation. Allgemein sei jedes Teilchen durch f generalisierte Koordinaten
(q1, g2, ---qf) = q beschrieben; die konjugierten Impulse seien (p1, p, ...pf) = p. Dann
ist der Zustand eines derartigen Teilchens durch einen Punkt (g, p) des 2 f-dimensionalen
p-Raumes (pu wie Molekiil) gegeben. Sei h (g, p) die Hamilton-Funktion dieses Teilchens,
dann ist in Verallgemeinerung von (3.154, 155) fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

iiber den pu-Raum anzusetzen:

_h(a,p)
e kT

p(q, p) = (3.156)

f e_h(z]]‘:j,—vp ) dql dp/
Diese Funktion wird als Maxwell-Boltzmann-Verteilung bezeichnet.

Betrachte nun das gesamte N-Teilchensystem: (q(i), p(i)) sei der Zustand des i-ten Teil-
chens, ¢ = 1, ... N. Dann wird das Gesamtsystem durch den Punkt (q(l),p(l), g,
p™)) = (¢,p) des 2N f-dimensionalen I'-Raumes (I' wie Gas) beschrieben. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem I'-Raum ist dann wegen der statistischen Un-
abhéngigkeit der einzelnen Teilchen als Produkt der p-Raum-Verteilungen fiir diese Teil-
chen anzusetzen:

1 :
pla, p) = Ee*Hgftp) (3.157)
mit der Hamilton-Funktion des Gesamtsystems
N . .
H(g,p) =Y h(g?, p) (3.158)
i=1
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und dem Zustandintegral

Z = /e—H(ZT””dq’ dp . (3.159)

Es ist naheliegend, die Verteilung (3.157, 159) auf N-Teilchensysteme mit Wechselwir-
kung zu verallgemeinern, wobei (3.158) um die entsprechenden Wechselwirkungsterme
zu erweitern ist. (3.157, 159) ist dann die — herzuleitende — klassische kanonische Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (3.118, 98) o

Anwendung: Gleichverteilungssatz. Fester Korper (Kristall) aus N Atomen der
Masse m. Hamilton-Funktion:

3N
1
H = Zl %p? + V (21, ...237) . (3.160)
1=

Sei V (0, ...0) = 0. Harmonische Niherung bei Schwingungen mit kleiner Amplitude
(Minimum sei V' bei 0):

1 3N
i,j=1
mit o2
v
i = Vi = ———1(0,..0). 162
Diagonalisierung durch geeignete Wahl (orthogonale Transformation) der z; ergibt
SN
V= Z 59;2 (3.163)
N1,k
g _— 2 i 2 . .1

das sind 3N entkoppelte eindimensionale harmonische Oszillatoren.

H ist homogen quadratische Funktion in den z; und p;. Nach dem Eulerschen Satz folgt

3N
0H 0H
i a5 i— | = 2H . 3.165
z( o ng) (3.165)
Betrachte den Mittelwert
OH ' i OH
H (xq, ... )

<I’7j awz> = E / d.ﬁlfl / dp3N ZT; 87331»6_ 1kTp3N (3166)

—00 —00
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mit
—+00 +oo
Z = /dxl... / dpsy e FT O (3.167)
—00 —00

Integrationsgrenzen x; — =4 oo und harmonische N&herung x; — 0 vertrédglich wegen
H
des exponentiellen Abfalls des Integranden e™ *T. Wegen

OH _nu 0

5y € 1T = kT 5 e iT (3.168)
ist
Y| o 9
/ da:zarza—z e*% =—kT / dx; T; a—xie*%
+oo
+o0 H
:—k:T(xZe kT — / dx; ekT>
—
+o00
H
=kT / dx;e” *T (3.169)
folglich
OH
im— ) = kT,  =1,2,...3N . 1
<x 31‘i> i 3 (3.170)
Entsprechend kann man zeigen:
0OH
; = kT, i=12 ..3N. 3.171
(m o) i (3171)
Fiir die (mittlere) Energie erhdlt man also nach Dulong-Petit:
(H) =3NkT, (3.172)

d.h. jede der 6N kanonischen Variablen z1, ... psy liefert (im Mittel) einen Beitrag von

b 1/ OH 1 1
o = —— (P = kT 1
3 (MG ) = o ) = 5HT (3173 1)
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i =1,2,..3N, zur (mittleren) Energie des Festkorpers.

Anmerkung: Versagen des Dulong-Petitschen Gesetzes bei tiefen Temperaturen: Quan-
tenstatistik (Bose-Einstein-Statistik) erforderlich. Bei sehr hohen Temperaturen ist die
Anharmonizitit der Gitterschwingungen zu beriicksichtigen.

3. Groflkanonische Gesamtheit. Siehe Beispiel 3 gemiafi Abb. 3.3. Fest vorgegeben
ist hier nur das Volumen des Systems. Die Wechselwirkung mit der Umgebung legt
die Energie nur im Mittel iiber die Quantenzustinde des Systems fest (wie bei der
kanonischen Gesamtheit). Hinzu kommt jetzt die Moglichkeit des Teilchenaustausches
mit der Umgebung: Teilchenreservoir, chemisches Potenzial u.

Beispiele: Gleichgewicht von Gas- und Fliissigkeitsphase einer bestimmten Substanz. Ei-
ne wichtige Anwendung liegt auch in der Beschreibung chemischer Reaktionen. Dazu
hat man die Theorie auf die Beriicksichtigung verschiedener Teilchensorten zu verallge-
meinern.

Die Teilchenzahl ist nicht ldnger als Konstante des Systems zu betrachten. Man kann
nur sagen, dass das System mit der Wahrscheinlichkeit p; aus N; Teilchen besteht. Die
Mikrozustéinde |i) sind jetzt simultane Eigenzustéinde des Hamilton-Operators H zur
Energie E; und des Teilchenzahlorperators N zur Teilchenzahl N; — beachte [H, N = 0:

H i) = E;li) (3.174)

bzw.
Niy = N;li) . (3.175)
Die Mittelwerte von Energie und Teilchenzahl sind durch den Makrozustand des Systems
gegeben (3.8, 9):
E=)Y pE (3.176)
i
bzw.
N=> pNi. (3.177)
i
Die p;- Verteilung wird wieder so bestimmt, dass die Informationsentropie unter den Ne-
benbedingungen (3.176, 177) maximal wird, sowie natiirlich > p; = 1. Die Berechnung
i
erfolgt analog zum mikrokanonischen bzw. kanonischen Ensemble. Man erhélt fiir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der groflkanonischen Gesamtheit
e~ BE;—aN;

Pi = S BB aN, (3.178)
7
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wobei k 5 und k a die Lagrange-Multiplikatoren der Bedingungen (3.176, 177) sind. Die
Summe
Zg =) e PFimal (3.179)

wird als groflkanonische Zustandssumme bezeichnet. Sie hingt von 3, o und V ab:
Zg = Zg(B, 0, V). (3.180)

Analog zu (3.91) gilt fiir die Energie des Systems

0
E = 95 In Z, (6, o, V) (3.181)

und fiir die Teilchenzahl des Systems

0

Die Entropie der gro3kanonischen Gesamtheit ist in Erweiterung von (3.95) durch
S=k(nZ;, + BE + aN) (3.183)

gegeben. Hier ist S zunéchst eine Funktion von 3, o und V:
S=500aV). (3.184)

Man kann aber bei Bedarf — wie im kanonischen Fall — mit Hilfe von (3.181, 182) 3, «
zugunsten von F, N eliminieren:

S =S(E,N,V). (3.185)
Analog zu (3.97) hat man ferner
190S(E, N, V)
= -—— 1
Ié) p 9E (3.186)
_10S(E,N,V)

Der Ubergang

QB, . V) = —In Z, (8. a, V) — —%S(E, N, V).
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entspricht einer doppelten Legendre-Transformation.

Der Lagrange-Parameter [ ist gemif (3.98) mit der Temperatur verkniipft. Entspre-
chend héngt der Lagrange-Parameter @ eng mit dem chemischen Potential (und der

Temperatur) zusammen:

I
_ 1
a o (3.188)

wo k wieder die Boltzmann-Konstante ist. Der Zusammenhang (3.188) wird spéter bei
der Verkniipfung von Statistischer Mechanik und Thermodynamik bewiesen.
Der statistische Operator der groflkanonischen Gesamtheit ist
6—6 H—aN
P~ Spur (e=FH—aNy "

(3.189)

Er erfiillt die drei Forderungen (2.54) und die Gleichgewichtsbedingung (2.83). Seine
Eigenwerte sind die Besetzungszahlen p; in (3.178); seine Eigenvektoren sind die H, N-
Eigenzusténde |i) in (3.174, 175). Es ist [p, H] = [H, N] = [N, p] = 0.

Im klassischen Fall arbeitet man nicht mit einer Verteilungsfunktion p (¢, p), sondern
mit unendlich vielen Verteilungsfunktionen p, (q1, ... psn) entsprechend den Teilchen-

zahlen n = 0, 1, 2, ..., die im System moglich sind. Das Scharmittel ist dann nicht ein
o0
einziges Phasenraumintegral, sondern besteht aus einer »_ -Summe iiber R Integrale.
n=20

Wir gehen hier nicht ndher darauf ein.

Fugazitidtentwicklung der groflkanonischen Zustandssumme. Wegen N; = 0,1, 2,
..., ... schreibt man (3.179) wie folgt um:

o0

Zyg=> (D e PPin|eon, (3.190)
j

n=0

dabei sind Ej ,, die zum n-Teilchensystem gehorigen Energieniveaus. Bei Einfiihrung der
Fugazitdt
(=¢e" (3.191)

erhélt man die folgende Potenzreihenentwicklung:

Zy = Zp(n)¢", (3.192)
n=20

WO

Zy (n)

> e fFin (3.193)
j
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die kanonische Zustandssumme des n-Teilchensystems ist. Fiir ¢ = e#/*7T « 1 geniigt
es, sich in (3.192) auf wenige Summanden niedriger Ordnung zu beschrinken. Diese
Methode wird bedeutsam sein fiir die Analyse idealer Quantengase; siehe unten.

Zum Abschluss des Kapitels zwei Anmerkungen:

1. Die Entropiefunktion S (E, N, V) wurde in (3.59) fiir die mikrokanonische Gesamt-
heit, in (3.95) fiir die kanonische Gesamtheit, in (3.183) fiir die grofkanonische Gesamt-
heit berechnet. Diese drei Grundfunktionen sind im Allgemeinen verschieden voneinan-
der! Im thermodynamischen Limes: E — oo, N — 00, V — 000, dass die Verhéltnisse
dieser Variablen konstant bleiben, gehen die drei obigen S (E, N, V)-Funktionen jedoch
ineinander iiber.

2. Das vorstehend beschriebene Verfahren zur Konstruktion der p;-Verteilung, damit des
statistischen Operators p (bzw. der klassischen Verteilungsfunktion), fiir die drei wich-
tigen Spezialfille des mikrokanonischen, kanonischen, groflkanonischen Ensembles lésst
sich auf andere Gleichgewichtssituationen iibertragen. Das allgemeine Schema zur Kon-
struktion von p, Z, S, ... bei beliebig vielen weiteren Nebenbedingungen sowie weitere
Beispiele mechanischer und elektromagnetischer Natur finden sich z. B. in Brenig (1983),
Kap. 6.4, 9, 12, 13.
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4 Thermodynamik des Gleichgewichts

Im thermischen Gleichgewicht nehmen die makroskopischen Observablen A, des be-
trachteten physikalischen Systems zeitlich konstante Werte a, an — bis auf spontane Fluk-
tuationen (durch Austausch mit einem entsprechenden Reservoir; oder sie werden von
vornherein auf konstante Werte gesetzt). Diese Gleichgewichtswerte charakterisieren den
Makrozustand des Systems; man bezeichnet sie als Zustandsvariablen, Zustandsgrofien.
r = 1, 2, ... s; dabei ist s die Anzahl von Zustandsvariablen, die in einer bestimmten ex-
perimentellen Situation fiir eine vollstédndige Zustandsbeschreibung erforderlich sind. In
der Regel handelt es sich dabei um eine Zahl, die verschwindend klein ist (GréBenordnung
10') gegen die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems (GroSenordnung 10%3).

Beispiel: Energie ‘H, Teilchenzahl A/, Volumen V mit den Gleichgewichtswerten E, N
bzw. V', also s = 3. Das Volumen wird zumeist durch Wénde auf den Wert V festge-
setzt; dieser kann sich aber prinzipiell auch durch Austausch mit einem Reservoir als
Gleichgewichtswert einpendeln.

Die Zusténdsgroflen des Beispiels sind extensive Variablen. Sie sind ,,Menge“ des Systems
proportional. Im Unterschied dazu gibt es intensive Variablen, die von der ,Menge*
des Systems unabhéngig sind, z. B. Temperatur, Druck, ... Es ist immer moglich, zur
Beschreibung des Makrozustandes einen Satz von extensiven Gréflen zu wihlen — diese
Eigenschaft wird von den a, im Folgenden vorausgesetzt.

Die Gleichgewichtswerte a, werden in der statistischen Mechanik als Mittelwerte iiber
eine statistische Gesamtheit makroskopisch dquivalenter Systeme berechnet. Die statisti-
sche Gesamtheit wird durch einen statistischen Operator p (bzw. durch eine Verteilungs-
funktion p (g, p)) charakterisiert. p beschreibt die Verteilung der Systeme der Gesamtheit
auf die mit dem Makrozustand vertréiglichen Mikrozusténde. Es gilt:

ar = (Ay) = Spur (p4,), r=12 ..s, (4.1)

im Falle des Austausches; daneben gibt es A,., die durch ,hemmende Winde* bei einem
festen Wert a, gehalten werden. Wir stellen uns im Folgenden vor, dass sich alle A,
durch Austausch auf die geméfi (4.1) zu berechnenden a,-Werte einpendeln.

In Kap. 3 wurde der statistische Operator fiir verschiedene physikalische Gleichgewichts-
situationen abgeleitet, z. B. abgeschlossenes System, System in thermischem Kontakt mit
einem Wirmebad usw. Dabei wurde der folgende Weg eingeschlagen:

Zu beliebigem p gibt es — als quantitatives Mafl des Nichtwissens {iber die durch p
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beschriebene statistische Gesamtheit — die Informationsentropie
S = —kSpur (plnp) = —k(In p) . (4.2)

Nach dem Prinzip der geringsten Voreingenommenbheit ist p so zu wihlen, dass
S’ maximal wird — unter den Nebenbedingungen (4.1). Der zu maximalem s’ gehorige
statistische Operator ist

Q=3 A A
p=e r=1 . (4.3)

Die Normierungsbedingung Spur p = 1 legt € fest:
Q=-InZ (4.4)

mit der Zustandssumme
> A AT)

= Spur (e v (4.5)

Die )\, sind die Lagrange-Parameter der Bedingungen (4.1); 2 héngt von diesen Grofien
ab:
Q= Q(A1, A, ... Ag) - (4.6)

Den Maximalwert von S~ bezeichnet man als (thermodynamische) Entropie S des Sy-
stems:
S = Max S’ unter den Bedingungen (4.1) . (4.7)

Mit (4.2, 7) erhélt man fiir die Entropie

S = —k Spur (p (Q - Z )\TAT)>

= —k‘ (Q Spur p — ZT: )\7’ Spur (p AT))

1
-k (Q -3 Arar)
—k (1n Z+3 A ar) : (4.8)

:ar

Die Lagrange-Parameter \, lassen sich — unter Benutzung der Bedingungen (4.1) — durch
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die Zustandsvariablen a, ausdriicken:

o 10z
ON  ZON
1 _X/: )\T/ AT/
= ESpur (Are r )
Q- )\rl Ar/
= Spur (Ar e T_ - )
=ay , r=12,..s; (4.9)
daraus folgt:
)\7» = >\r (a1, as, ...(LS) . (4.10)

Durch Einsetzen von (4.10) in (4.8) erhilt man die Entropie als Funktion der Zustands-
groflen a,:
S = S(a1, ag, ...as) . (4.11)

Die Zustandsfunktion (4.11) enthélt die gesamte Information iiber das betrachtete Sy-
stem: Sie legt die Lagrange-Parameter A, fest, folglich gem&f (4.6) die Gréfle © und
somit den statistischen Operator (4.3). Aus (4.8) folgt nédmlich einerseits

dS = —kdQ+ kY Aday + kY apdA; (4.12)

mit 90
a9 = A\, 4.13
SN (4.13)

erhilt man

o0
dsz—k¥<a)\r - az'r‘)d)\r + k;)\rda’r’
=0
=k Ada, . (4.14)
Andererseits ist nach (4.11)
oS
=Y “da; 4.1
ds 5o 4o (4.15)
somit folgt schliefflich
108
Ar —_— E aa,r 9 (4.16)
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woraus man 2 und p berechnen kann. Im Gleichgewicht ist — mit den a, — auch S zeitlich
konstant — bis auf spontane Fluktuationen — und somit als Zustandsgrdfie des Systems

zu betrachten.

Die Entropie ist eine extensive Grife. Betrachte ein makroskopisches System mit dem
statistischen Operator p und der Entropie S. Zerlege das System in Gedanken in zwei
Teilsysteme mit den statistischen Operatoren pi, p2, sowie den Entropien S, So:

/////\

$S

e Abbildung 4.1 e

Die Wechselwirkung zwischen den beiden Teilsystemen spielt sich nur in der Trennfléiche
ab und ist gegen die Energie des Gesamtsystems verschwindend klein. Daher sind die
beiden Teilsysteme als statistisch unabhingig anzusehen:

p=pip2 - (4.17)
Daraus folgt fiir die Entropie:

S =~k Y (i, jlp1p2 In(p1pa)li, §) - (4.18)
ij

Hier bilden die Zustédnde |i) ein VONS im Teilsystem 1, die Zusténde |j) ein VONS im
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Teilsystem 2 und die Zusténde [i, j) ein VONS im Gesamtsystem. Man erhélt

8=~k D Gilor W pali) Y- {ileals)

J

1
— k> (lp2 I pal) Y (ilpali) (4.19)
J J 1
S =8 +85. (4.20)

=
Die Entropie des Gesamtsystems setzt sich also additiv aus den Entropien der Teilsyste-

me zZusaminerl.

Auch die Lagrange-Parameter A1, Ao, ... A\s sind Zustandsvariablen des Systems. Sie bie-
ten eine zu den Zustandsgroflen ai, ao, ... as alternative Beschreibungsmoglichkeit des
Makrozustandes. Der Zusammenhang zwischen den beiden Variablensitzen ist durch
die Zustandsgleichungen (4.9, 16) gegeben. Die Zustandsfunktion € (A1, ... \s) enthilt
wie S (a, ...as) die gesamte Information iiber das System.

Weitere Beschreibungsmoglichkeiten fiir den Makrozustand sind ,,gemischte* Darstellun-
gen aus a- und A-Variablen (insgesamt s Variablen). Zu jeder derartigen Variablenwahl
gibt es eine Zustandsfunktion, welche die gesamte Information iiber das System enhélt.
Die verschiedenen Zustandsfunktionen werden thermodynamische Potenziale genannt.
Sie sind durch Legendre-Transformationen miteinander verkniipft; siehe unten.

Im Unterschied zu den extensiven Groflen a, sind die A, intensive Grdfien. Sie ha-
ben die physikalische Bedeutung von ,Kontaktvariablen“. Betrachte zwei gleicharti-
ge Systeme 37 und Yo, die beide durch denselben Variablensatz {aj, ...as} und die-
selbe Entropiefunktion S (aj, ...as) beschrieben werden. Die beiden Systeme mogen
sich in den Zustidnden {agl), ...agl)} bzw. {a(12), ...ag2)} befinden und die Entropien
S = S(agl), ...agl)} bzw. S = S(a?), ...ag)} besitzen. 31 und ¥y werden als
ein Gesamtsystem Y betrachtet mit

ar =aV +a® =1 .5, (4.21)
bzw.
S =545 (4.22)

31 und ¥ mégen nun in Wechselwirkung miteinander treten. Das Gesamtsystem X
befindet sich dann zunéchst im Allgemeinen nicht im Gleichgewicht. Die Einstellung des
Gleichgewichts erfolgt durch Austausch der Gréfien a,.:
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e Abbildung 4.2 e

a /&}

Die a!” indern dabei i. a. ihren Wert — jedoch so, dass ihre Summe geméf (4.20) erhalten
bleibt, falls man fiir die Grofle a, aufler der Additivitéit ihre Erhaltung fordert (was im

Folgenden geschieht).

Beispiel: Energie, Teilchenzahl, Volumen (siehe Skizze):

e Abbildung 4.3

Das Gleichgewicht ist im Sinne von Kap. 3 dadurch gekennzeichnet, dass die Entropie
(4.22) von ¥ maximal wird unter den Nebenbedingungen (4.21):

§ =, oMax_ (s<1 + 5@y . (4.23)
Diese Extremalbedingung entspricht dem ,,Variationsprinzip*

5{5’(&&1), aMy 4 S(agz), a?) — k& Z n (@) + al? — aT)} =0 (4.24)
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(4)

mit unabhéngiger Variation der Variablen a,’ und der Lagrangeschen Multiplikatoren

ny. Es folgt
1)
B (4.25)
a%;” 8a%1)
953
—{.}=0 = = —knp =0 (4.26)
gaﬁz) 8@&2)
{.}=0 = aV+ad? —0q =0. (4.27)

any

(4.27) ist identisch mit (4.21). Die 2 s neuen Gleichgewichtswerte at” und af?) sowie die
Lagrange-Parameter 7, konnen aus den 3 s Gln. (4.25, 26, 27) bestimmt werden.

Aus (4.25, 26) folgt

195MH  195@
E 8@7(}) - E 8@&2) =nr; (428)
mit (4.16) erhdlt man
A =A@ =y (4.29)

Das Gleichgewicht zwischen 1 und s ist also dadurch gekennzeichnet, dass die Teil-
systeme gleiche Werte der Zustandsvariablen A, annehmen, was vor der Kontaktierung
der Systeme natiirlich nicht der Fall zu sein brauchte: daher die Bezeichnung Kontakt-
variablen.

Der Austausch beziiglich der Variablen a, kann durch eine geeignete Vorrichtung ,,ge-
hemmt“ werden. Z. B. kann der Volumenaustausch durch Blockierung der beweglichen
Trennwand verhindert werden; entsprechend konnen Energie- und Teilchenaustausch
durch geeignete hemmende ,,Wande* verhindert werden. Sind also einige der a, ge-
hemmt, so stellt sich nur ein partielles Gleichgewicht ein, und zwar beziiglich der ent-
hemmten a,: nur fiir die dazu gehorigen Kontaktvariablen tritt Angleichung ein, fiir die
anderen nicht.

Bei der Einstellung des Gleichgewichtes in ¥ nimmt die Entropie S = S + §2)
i.a. zu. Zumindest kann S nach (4.23) nicht abnehmen. Denn entweder ist S() 4 S(2)
bereits vor der Kontaktierung von ¥; und Yo maximal, dann &ndert sich S durch die
Wechselwirkung nicht; oder aber S + S ist noch nicht maximal, dann werden die
(nicht-gehemmten) Groflen a, so lange ausgetauscht, bis S seinen grofiten Wert erreicht
hat unter den Bedingungen (4.21). Bei diesem Austauschprozess kann die Entropie in
dem einen oder anderen der Teilsysteme, d. h. S @) in 21 oder S@ in ¥y, durchaus auch
abnehmen — aber nicht ihre das Gesamtsystem betreffende Summe. In ¥ gilt also fiir S
ein ,halber“ Erhaltungssatz:

AS >0. (4.30)
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Entropie wird i. a. zwischen 31 und Y5 nicht nur ausgetauscht, sondern in 3 auch erzeugt
— niemals vernichtet. (4.30) lésst sich auf die Zusammenfiithrung von beliebig vielen Teil-
systemen verallgemeinern. Schliefllich kann man sich alle thermodynamischen Prozesse
in einem abgeschlossenen System als Ausgleichsvorgéinge der obigen Art zwischen den
Teilen des Systems vorstellen. Auf diese Weise gelangt man zum 2. Hauptsatz der
Thermodynamik:

| Die Entropie in einem abgeschlossenen System kann nicht abnehmen. ||

Die Entropie in einem abgeschlossenen System kann also hochstens konstant bleiben
oder aber zunehmen:
1. Ubergéinge mit

AS >0 (4.31)
im abgeschlossenen System sind nach dem 2. Hauptsatz irreversibel. Ohne dufleren Ein-
griff sind diese Prozesse nicht umkehrbar. Die Umkehrung wiirde A .S < 0 erfordern, was
von allein nicht moéglich ist. Eine solche Umkehr entspriiche einer spontanen Riickkehr
aus dem Gleichgewichtszustand in den anfinglichen Nichtgleichgewichtszustand, was in
der Natur nicht beobachtet wird. Die Ausdriicke ,,ohne &ufleren Einfluss“, ,,nicht von
allein“ und ,spontan“ umschreiben die fiir (4.30) wesentliche Voraussetzung der Ab-
geschlossenheit des Systems. Durch Einwirkung von aufien und damit Zerstérung der
Abgeschlossenheit kann der Anfangszustand prinzipiell wieder hergestellt werden.

Beispiel: Energieaustausch durch thermischen Kontakt, d. h. Wirmeaustausch:

E=FE +E, =E| +E,. (4.32)

- X E<E,+E,<E/+E,
AN
N Ll
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e Abbildung 4.4 e

Der Endzustand ist durch Angleichung der anfangs i.a. verschiedenen Werte der Kon-
taktvariablen 3 gekennzeichnet:

B # B — B =p=0; (4.33)

das bedeutet im Hinblick auf (3.98) Temperaturangleichung. Es lisst sich ausrechnen,
um wieviel die Entropie bei diesem Prozess zunimmt:

Nach (3.97) bewirkt eine Energieéinderung d E bei fester Teilchenzahl und festem Volu-
men eine Entropieéinderung d.S:

dS = kBdE . (4.34)

Experimentell findet man (u. U.)
ap

dE = CdT = dE=-Cyog, (4.35)
C' = Wirmekapazitét; aus (4.34, 35) folgt
d
ds = —Cﬁﬂ . (4.36)

Auf Grund der Energieerhaltung (4.32) gewinnt man fiir den Gleichgewichtswert g =
1/k T der Kontaktvariablen die Gleichung

/dEldﬁ /dEQdﬁ =0; (4.37)

daraus ergibt sich schlieBlich mit (4.35):

Ci + Cy Ci O
i = — 4+ == 4.38
B Br e (4.38)

was einer Mischungstemperatur von T = (C1 Ty + CoTy) / (C1 + C3) entspricht.

Die Entropieéinderung in ¥ ist

AS_/dsl 8+ /dSQdﬁ, (4.39)
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daraus folgt mit (4.36):

AS =C4 lnﬁf}—i-Cané. (4.40)
B B
Nimmt man zur Vereinfachung C; = Cy = C an, so erhilt man aus (4.38, 40) das
Resultat: Gy + B)?
1 2
AS =Cln 15,5, >0, (4.41)
d.h. AS = CIn(Ty + T3)? /4Ty T» > 0. Die Entropie in dem abgeschlossenen System
Y nimmt also nicht ab. AS = 0 genau dann, wenn 31 = (9, wenn sich also die
Teilsysteme Y1 und Y9 bei T} = T5 von vornherein im Gleichgewicht befinden. Ist

B1 # (o, d.h. Th1 # T5, so vollzieht sich unter Entropieerzeugung ein irreduzibler
Ubergang ins Gleichgewicht. Die Wiederherstellung des Anfangszustandes ist nur durch
duleren Eingriff moglich; sie erfolgt grundsétzlich nicht ,,von allein® .

2. Ubergiinge mit
AS =0 (4.42)

im abgeschlossenen System sind prinzipiell reversibel, d.h. umkehrbar. Fiir den umge-
kehrten Prozess gilt ja ebenfalls AS = 0, was im Einklang mit dem 2. Hauptsatz
steht. Reversible Prozesse sind nur moglich, wenn das System dabei stéindig (praktisch)
im Gleichgewicht bleibt; anderenfalls treten irreversible Vorginge von der in Punkt 1
diskutierten Art auf. Eine Prozessfithrung durch eine Folge von (Fast-) Gleichgewichts-
zustdnden nennt man quasistatisch, weil sie unendlich langsam (sehr langsam im Ver-
gleich zur Einstellzeit des Gleichgewichtes) abgewickelt werden muss. Ein reversibler
Prozess ist also nur quasistatisch zu realisieren. Die Umkehrung gilt nicht: Auch ein
irreversibler, d.h. S-erzeugender Prozess kann quasistatisch realisiert werden. Bei irre-
versiblen Prozessen wird Entropie erzeugt und ausgetauscht, bei reversiblen Prozessen
wird Entropie nur ausgetauscht.

Beispiel: Isoenergetische Kompression eines idealen Gases.
¥1: Wirmereservoir, quasistatische Energiezufuhr A E (Wérme);

Yo: ideales Gas;

Y.3: Arbeitsreservoir, quasistatische Energieentnahme —A E (Arbeit).
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/ /////////
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E>EAE|. oy
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e Abbildung 4.5 e

Yo ist wihrend des Prozesses sowohl mit ¥y als auch mit X3 stéindig im Gleichgewicht.
31, Y9, X3 werden als ein abgeschlossenes System betrachtet. In diesem System ist die
gesamte Entropiednderung gleich null. Dagegen nimmt die Entropie in s um

AS®D = NkInV,/Va <0 (4.43)
ab, wihrend sie in 3; um den gleichen Betrag zunimmt (S-Austausch) und in S5 unter
geeigneten Bedingungen (keine Reibung) konstant bleibt.

Begriindung fiir (4.43): Fiir dE = dN = 0 gilt

dS(E, N, V)
v

In der Thermodynamik zeigt man (siehe unten):

OS(E,N,V) p

ds = av . (4.44)

= =. 4.4
oV T (4.43)
Fiir das ideale Gas hat man die thermische Zustandsgleichung
pV = NEkT . (4.46)

Folglich ist die isoenergetische Entropieinderung des idealen Gases bei Kompression
gegeben durch
dS = NkdV |V, (4.47)

woraus durch Integration (4.43) folgt .

Standardvariablen. Im Folgenden Beschrinkung auf die extensiven Zustandsvariablen
a; = E (Energie), ag = V (Volumen) und a3 = N (Teilchenzahl), sowie die Entropie

S = S(E,V,N). (4.48)
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Die entsprechenden intensiven Kontaktvariablen sind nach (4.16):

_OS(E,V,N) _

)\1— kOE - B(E,V,N)
_OS(E,V,N) _
_OS(E,V,N) _

A3— W - Q(E, V,N).

Differentielle E, V, N-Anderungen fiihren also zu einer differentiellen S-Anderung
dS = k(BdE + vdV + adN) . (4.50)

Beispiel fiir eine von Energie, Volumen und Teilchenzahl abhéngige Entropiefunktion
S(E,V, N) in (3.80), d. h. fiir den klassischen Grenzfall des idealen Gases.

Die Theorie kann leicht auf Systeme aus n verschiedenen Teilchensorten erweitert wer-
den. Seien Ny, No, ... N, die Teilchenzahlen, dann gilt fiir die Entropiefunktion:

S = S(E,V, Ny, ...Ny) . (4.51)

Zu jeder Teilchensorte gibt es eine eigene Kontaktvariable

19S5 (B, V, Ny, ... Ny)

i = 1, ...n. Fir die differentielle Entropiednderung erhélt man in diesem allgemeinen
Fall: .
ds = k(BdE+7dV+ZaidNi) : (4.53)
i=1

Im Folgenden kehren wir wieder zu N zuriick, wobei das zweierlei bedeuten kann: ent-
weder liegt nur eine Teilchensorte vor, oder N steht als Abkiirzung fiir Ny, ... N,,.

Fiir viele Fragestellungen — z. B. fiir die experimentelle (messtechnische) Definition der
Kontaktvariablen — ist es vorteilhaft, (4.48) nach der Energie als abhéngiger Variable
aufzulosen und die Entropie als unabhéngige Variable zu betrachten:

E = E(S,V,N). (4.54)

Fiir die Energie gilt — im Unterschied zur Entropie — ein ,,ganzer® Erhaltungssatz, eben
der Energiesatz:

| Die Energie eines abgeschlossenen Systems &ndert sich nicht: AE = 0. ||
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Diese Aussage wird im vorliegenden Zusammenhang als 1. Hauptsatz der Thermo-
dynamik bezeichnet.

Im Allgemeinen ist das betrachtete System nicht abgeschlossen, sondern in Wechselwir-
kung mit seiner Umgebung. Dann kann natiirlich durch Anderung der Zustandsgréfen
S, V und N die Energie veréindert werden:

dE =TdS — pdV + udN . (4.55)
Dabei wurde definiert als
e (absolute) Temperatur:
T — w =T(S,V,N), (4.56)
08
o Druck: OE(S.V. N)
= 27\ 07— h(S. V. N 4.57
p R A (4.57)
e chemisches Potential:
OFE (S, VN)
= — 7 " "7 N) . 4.
p N p(S, V, N) (4.58)

Bei mehreren Teilchensorten gibt es zu jeder Teilchensorte ein eigenes chemisches Po-
tential. p ist gleich der Energie pro hinzugefiigtem Teilchen.

Dass es sich bei den Definitionen (4.56, 57, 58) tatséchlich um die entsprechenden Zu-
standsgrofien der phdnomenologischen Thermodynamik handelt, wird durch die nachfol-
gende Entwicklung der Theorie deutlich. — Eine ausfiihrliche Beschreibung von Messver-
fahren fiir die hier eingefithrten Groéflen S, E, V, N, T, p und p findet sich z. B. in Stumpf
& Rieckers (1976), Kap. 2.5.

Auflgsen von (4.55) nach d S ergibt
1
dS = - (dE + pdV — pdN) . (4.59)

Durch Vergleich mit (4.50) erhédlt man fiir die Kontaktvariablen (4.49):

1 D 1%
ﬁ —

Die Ausdriicke fiir 5 und o wurden bereits in (3.98, 188) erraten; der Ausdruck fiir +y ist
durch (4.45) vorweggenommen.
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Diverse Gleichgewichte:

e (-Angleichung zweier Systeme bei reinem FEnergieaustausch — kein V-, kein N-
Austausch; vgl. das obige Beispiel — entspricht also dem Temperaturausgleich bei rein
thermischem Kontakt.

e Reiner Volumenaustausch zweier Systeme (kein E-, kein N-Austausch) fithrt im Gleich-
gewicht auf eine Angleichung der Variablen ~, d. h. des Quotienten p / T Fiir ideale Gase
mit der thermischen Zustandsgleichung (4.46) bedeutet das: Die Volumina stellen sich im
Gleichgewicht so ein, dass die Teilchendichten N /V in beiden Systemen gleich werden.
Fiir ideale Gase gilt ferner die kalorische Zustandsgleichung:

E = gNkT, (4.61)

wo f die Anzahl der Freiheitsgrade der Gasmolekiile ist (z. B. f = 3 fiir Atome). Deshalb
bedeutet Konstanz der Energien der beiden kontaktierenden Systeme Konstanz der Tem-
peraturen (der beiden idealen Gase). Schwierige Realisierung bei reinem V-Austausch;
Gedankenexperiment.

e Falls Volumen- und Energieaustausch erlaubt sind, erfolgt Angleichung sowohl des
Druckes, als auch der Temperatur — nicht nur des Quotienten aus beiden Groflen.

e Entsprechendes gilt fiir die Kontaktvariable a: Bei reinem Teilchenaustausch (kein
E-, kein V-Austausch) erhélt man Angleichung des Quotienten p /7. Teilchen- und
Energieaustausch haben im Gleichgewicht die Gleichheit des chemischen Potenzials und
der Temperatur in beiden Systemen zur Folge; bei zusétzlichem Volumenaustausch auch
noch die Gleichheit des Druckes.

Beispiel: Phasengleichgewicht zwischen fliissiger und gasférmiger Phase irgendeiner Sub-
stanz (z. B. H20):
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e Abbildung 4.6

Das Gleichgewicht ist gekennzeichnet durch

W =15, p1=p2, M1 = lg. (4.62)

Eulerscher Satz iiber homogene Funktionen. Sei y = y (21, ... z,) homogen vom
Grade k:

y(may, ..nzn) = "y (z1, .. xp) . (4.63)
Ableitung nach dem Parameter n ergibt

dy dy k—1
n =k : 4.64
Mg ot g Ty (4.64)
Setzt man n = 1, so folgt
dy dy
— + ... n=—0r = kuy. 4.65
1 dxy Tt 0Ty Y ( )

Ein System wird als homogen (vom Grade 1), auch als Phase bezeichnet, wenn neben
dem Zustand (E, V, N) auch (nE, nV,nN) ein moglicher Zustand des Systems ist
(n > 0) und wenn fiir die Entropie gilt:

SmE,nV,nN) =nS(E,V,N). (4.66)
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Dann folgt aus (4.65) mit £ = 1 fiir S die Darstellung

0S8 (KE,V,N) 0S(E,V,N) 0S(E,V,N)
S = 55 E + X V + N N .
Mit (4.49, 60) erhdlt man daraus den Zusammenhang

1

5=

(E+pV —uN)

bzw.

E=TS —-pV 4+ uN.
Hieraus ergibt sich mit (4.55) die Gibbs-Duhem-Relation fiir Phasen:

SdT — Vdp + Ndp = 0.

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

T, p, p sind also fiir homogene Systeme nicht unabhéingig voneinander. Fiir diese ist der

Systemzustand durch Angabe von drei unabhéngigen Zustandsgroffen (im Rahmen der

Beschriankung auf S, E, V, N, T, p, i) eindeutig bestimmt. Dabei darf es sich jedoch

nicht nur um intensive Zustandsvariablen handeln; diese kénnen nicht die Quantitit des

Systems ausdriicken.

Fiir homogene Systeme lédsst sich explizit zeigen, dass die Temperatur, der Druck und

das chemische Potenzial intensive Zustandsvariablen sind. Nach (4.69) gilt nédmlich in

den unabhéngigen Variablen S, V, N die Identitét
E(S,V,N) =T (S, V,N)S = p(S,V,.N)V + u(5,V, N)N ;

also gilt auch fiir den Variablensatz (n S, nV, n N):

(4.71)

E(nS,nV,nN) =T (nS, nV,nN)nS —p(n S, nV,qN)nV + u(nS,nV,nN)n N . (4.72)

Aufgrund der Homogenizitéit des Systems ist aber
EmS,nV,nN) =nE(S,V,N) .
Aus (4.72, 73) folgt
E(S,V,N) =T0S,nV,nN)S —pnS,nV,nN)V + u(ns,nV,nN)N .
Der Vergleich von (4.74) mit (4.71) ergibt

TS nV,nN) = T(S,V,N)
p(nS,nV,nN) = p(S,V,N)
pnS,nV,nN) = p(S,V,N),
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d.h. T p, p sind invariant gegen eine Dilatation S, V, N — n.S, nV, n N des Systems.
(4.55) wird als Gibbssche Fundamentalform des System bezeichnet. Sie gibt an,

aus welchen Beitridgen — Energieformen — sich die auf das System iibertragene Energie
zusammensetzt. Es ist iiblich,
dQ =TdS (4.75)
als die auf das System iibertragene Widrme zu bezeichnen und alle anderen Beitréige als
Arbeit:
dA=—pdV + udN . (4.76)

Damit setzt sich die Energieinderung des Systems aus der zugefithrten Warme und der

zugefithrten Arbeit zusammen:
dE=dQ+dA. (4.77)

Diese Bilanzgleichung ist eine alternative Formulierung des 1. Hauptsatzes der Thermo-
dynamik. d E' ist das totale Differential der Energiefunktion F (S, V, N). Dagegen sind
die Summanden d @ und d A keine totalen Differentiale — was durch die Querstriche
symbolisiert werden soll. E ist eine Zustandsgrofle, @ und A sind keine Zustandsgrofien
des Systems!

Anmerkung: In der Definition (4.75) ist es egal, wie d S realisiert wird: ob durch Aus-
tausch (reversibel) oder durch Erzeugung (irreversibel). Viele Autoren sprechen nur dann
von ,, Wiarme*, wenn d .S aus einem Austausch resultiert.

Eine beliebige endliche Energieéinderung ist — bei quasistatistischer Prozessfithrung
— als Linienintegral iber d £ im dreidimensionalen Raum der Zusténde (S, V, N) zu
berechnen:

f G tn,)

(5, Y4.M) r AN /

/
/

/
Y/
S~ C\V

e Abbildung 4.7 e
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AE=F, — F;
Es
= / dE (4.78)
Ey
(S2,V2,N2)
= / (T'dS — pdV + pdN) . (4.78)
(S1,V1,N1)
Dabei ist der Wert des Integrals, d. h. die Differenz der Energie in den Zustdnden 2 und

1, unabhéngig von dem zwischen 1 und 2 eingeschlagenen Weg. W&hlt man statt eines
Weges C einen Weg €, so kommt dasselbe heraus:

2 2
7§dE = jll;'dE : (4.79)
1 1

Insbesondere gilt fiir einen Kreisprozess lings eines beliebigen geschlossenen Weges:

}[dE ~ 0. (4.80)

In den mathematischen Ausdriicken (4.79, 80) spiegelt sich die physikalische Eigenschaft
der Energie als Zustandsgrofie wieder.

Anmerkung: In realen, d. h. nicht quasistatisch gefiihrten Prozessen verlésst das System
beim Ubergang von 1 nach 2 den Zustandsraum. Es durchliuft eine Folge von Nicht-
gleichgewichtszustdnden, die mit den Methoden der hier beschriebenen Thermodynamik
nicht erfassbar sind. Der zu 2 gehorige Energiewert Fs ist aber unabhingig davon, auf
welchem Wege — quasistatisch oder nicht — das System dort hingelangt ist. Darum denkt
man sich zur Berechnung von F» aus E einen quasistatischen , Ersatzprozess® mit einem
passenden (rechnerisch bequemen) Weg von 1 nach 2. Das Resultat ist unabhingig von
der Wahl von C. Es spielt fiir die Berechnung der Zustandsénderung auch keine Rolle,
wie die d S-Beitriige realisiert werden: ob reversibel oder irreversibel oder teils/teils.

Wiérme und Arbeit besitzen — im Unterschied zur Energie — die Eigenschaft der C-
Unabhéngigkeit nicht: keine Zustandsgrofien! Beide Energieformen hingen wesentlich
davon ab, welchen Weg man fiir die Realisierung der Zustandsénderung wihlt.

Wairme. Das System werde — quasistatisch — auf dem Wege C' vom Zustand 1 in Zustand
2 gebracht. Dann wird die Wéarme

2
Q=¢Tds (4.81)
f
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zugefiihrt. Ein anderer Weg C' zwischen denselben beiden Zustéinden ist i.a. mit einer
anderen Warmezufuhr verbunden:

2

TdS # 2’Tds. (4.82)
frosef

1

Insbesondere ist also die gesamte bei einem Kreisprozess zugefithrte Warme i. a. von Null
verschieden:

f:rds £0. (4.83)

Ohne Angabe von C' ldsst sich keine Aussage iiber ) machen!

Wichtige Prozesse: Wiarmezufuhr bei konstantem Volumen oder bei konstantem Druck
und jeweils festgehaltener Teilchenzahl. Unter der Wérmekapazitit des System versteht
man die pro Temperatureinheit (1 Kelvin) zugefithrte Warme (Einheit: 1 Joule). Dabei
ist die Art der Zustandséinderung mit anzugeben, z. B.

e konstantes Volumen:

dQ 85 (T, V, N)

e konstanter Druck: &0 95 (T V)
_ 0% _p9o P V)
Gy = T2 ‘va e (4.85)

Aus der statistischen Theorie sei die Entropiefunktion S (E, V, N) bekannt. Durch
Auflésen erhélt man die Energiefunktion E (S, V, N); siehe (4.54). Durch (4.56) wird
die Temperatur 7' (S, V, N) eingefiihrt. Elimination von S zu Gunsten von T liefert
E (T, V, N) —die kalorische Zustandsgleichung. Durch Einsetzen derselben in die Entro-
piefunktion erhélt man S (7', V, N). Diese Funktion ist in (4.84) gemeint. (Wenn man
an F (T, V, N) nicht interessiert ist, kann man 7 (S, V, N) auch direkt nach S (T, V, N)
auflosen.)

In (4.85) wird S (7T, p, N) benétigt. Man gelangt dazu, indem man durch (4.57) den
Druck p (S, V, N) einfiihrt, damit aus E (S, V, N) und T (S, V, N) die Entropie S eli-
miniert, nach E (T, p, N) und V (T, p, N) — die thermische Zustandsgleichung — auflost
und in S (E, V, N) einsetzt. (Wenn man an E (T, p, N) und V (T, p, N) nicht interes-
siert ist, kann man aus p (S, V, N) und T (S, V, N) durch Elimination von V" auch direkt
S (T, p, N) berechnen.)
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Mit
dQ =dFE + pdV — pdN (4.86)
sowie E (T, V, N) lasst sich Cy auch in der Gestalt
OE(T,V,N)
Cy = —2 2~/ 4.87
v aT (4.87)
darstellen. Fiir ein ideales Gas mit der kalorischen Zustandsgleichung (4.61) ist
_f

Die bei einer isochoren Temperaturerhohung T1 — Th zugefithrte Wirmemenge ist ge-
geben durch

Ts
Qv = /CV (T, V, N)dT = E(Ty, V, N) — E(Ty,V, N) . (4.89)
T

Ist speziell Cy eine Konstante, so erhélt man
Qv = Cy (Tr — Ty) . (4.90)

Achtung: Im Unterschied zu F ist Qy keine Variable des Systems (keine Zustandsfunkti-
on), sondern eine unter ganz bestimmten Prozessbedingungen iibertragene Energiemen-

ge!
Bei Einfiihrung der Enthalpie des Systems (s. u.)

H=F+pV (4.91)
erhélt man aus (4.86) fiir die Warmezufuhr den Ausdruck
dQ =dH —Vdp — pdN . (4.92)

Das ergibt fiir C), den alternativen Ausdruck

_OH(T,p, N)
- oT ’

Hier ist H (T, p, N) aus (4.91) mit E (T, p, N) und V (T, p, N) zu berechnen. Fiir ein
ideales Gas mit der thermischen Zustandsgleichung (4.46) gilt

H = %NW, (4.94)

o, (4.93)
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folglich
Cp=—7Nk. (4.95)

Die bei einer isobaren Temperaturerhohung Ty — 1o zugefiihrte Warmemenge ist gege-
ben durch

T
Q= [ Co(T.p. N)AT = H(Top, N) ~ H(Tup. N) (4.96)
Ty

Ist speziell C), eine Konstante, so erhilt man
Qp =Cp(Ta — 1) . (4.97)

Achtung: Im Unterschied zu H ist @), keine Variable des Systems (keine Zustandsfunk-
tion), sondern eine unter ganz bestimmten Prozessbedingungen iibertragene Enthalpie-
menge!

Fiir das ideale Gas folgt aus (4.88, 95):
C, — Cy = Nk, (4.98)

allgemein gilt dagegen nur:
C, —Cy >0. (4.99)

Erklirung: Bei p = konstant wird (im Unterschied zu V' = konstant) vom System Arbeit
abgegeben, die durch eine erhohte Warmezufuhr zu kompensieren ist.

Die Differenz C, — Cv lésst sich vollstdndig durch die thermische Zustandsgleichung
fp, V.T) =0 (4.100)

und ihre partiellen Ableitungen ausdriicken (Argument N weggelassen): den (isobaren)
Ausdehnungskoeffizienten

1 0V (T, p)
= = —" 4.101
V.o oT (4.101)
den (isochoren) Spannungskoeffizienten
19p(T, V)
_ 1 4.102
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die (isotherme) Kompressibilitit

1 oV (T, p)
i el (4.103)

Fiir das ideale Gas mit pV — NET = 0istz.B.a = 3 = %, K = %. Bevor C), — Cy
berechnet wird, sind einige

Rechenregeln fiir partielle Ableitungen zu erértern. Betrachte die Funktion

z = z(x,y); (4.104)
ferner die Funktionen
r=uz(u,v), y=uyuv). (4.105)
Einsetzen ergibt
z = z(z (u,v), y(u,v)) = z(u, v) . (4.106)

Achtung: z (x, y) und z (u, v) sind i. a. verschiedene Funktionen ihrer Argumente; ande-
rerseits ist z in beiden Féllen eine und dieselbe physikalische Grofie; daher kein neues
Symbol; an den Argumenten ist klar, welche Funktion gemeint ist.

Kettenregel fiir partielle Ableitungen:

Oz(u,v) _ dz(z,y) 9x(u,v)  0z(z,y) y(u, v)
du ox ou dy ou

(4.107)
dz(u,v)  0z(z,y) 0x(u,v) n 0z(z,y) 0y (u, v)
ov Oz ov oy ov

Spezialfille der Gln. (4.107) liefern Regeln (R 1, R 2, ...) fiir die Umformung thermody-
namischer Ausdriicke:

a) r = z(u, v) = u. Aus (4.107) folgt
0z(u,v) _ 9z(uy)  9z(uy) Oy(u, v)

R 1: ou N du oy ou

9z (u,v) _ 0z (u,y) Oy (u, v) (4.108)

R 9: dv oy dv

b)x = z(u,v) = vund z = 2z (u, v) = v. Aus (4.108) folgt fiir diesen Spezialfall von

a): dv(u,y) | Ov(u,y) dy(u,v)
0= +
R 3: ou oy du
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(4.109)

9v (u, y) 9y (u, v)
1= .
R 4: dy dv

Aus (4.109) folgt die héufig benutzte Formel fiir die Verkniipfung dreier Zustandsgréfien
Y, u, v ay(u’ U) au(”? y) 8U(ya ’LL)
R 5: 8 u 8 v a y

=-1. (4.110)

Beachte das Minuszeichen auf der rechten Seite! Alle Terme in den vorstehenden Glei-
chungen sind als Funktionen von u, v zu lesen.

Anwendung von R 5 auf das Variablentripel p, V, T

dp(V,T) oV (T, p) 0T (p, V)
oV oT aop

= 1. (4.111)

Mit (4.101, 102, 103) und R 4folgt hieraus fiir die Koeffizienten «, 3, k die Beziehung
a = [BKEp. (4.112)

Die Giiltigkeit dieser Gleichung fiir das ideale Gas verifiziert man mit Hilfe der nach
(4.103) angegebenen a-, 8-, k-Werte.

Berechnung von C, — Cy. Mit R 1 folgt zunéchst

oS (T,p) 98S(T,V) 4 oS (T, V) oV (T, p)

or oT ov oT (4.113)
Multiplikation mit 7" fithrt wegen (4.85, 84) sowie (4.101) auf
C, — Cy = aTV(?Séz;/’V) . (4.114)
Hieraus ist nun .S zu eliminieren. Betrachte die freie Energie
F=E-TS (4.115)
des Systems (s. u.) mit dem Differential
dF =dE —d(TS) = -SdT — pdV (4.116)
(ohne pd N-Term), woraus die Integrabilitidtsbedingung
as(T,Vv) op(T,V) (4.117)

ov. 9T
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folgt. Mit (4.117, 102, 112) erhélt man aus (4.114) schliefllich

2
C,—Cy =TV >0, (4.118)
K
da k > 0. Die Beziehung kann direkt experimentell verifiziert werden. Fiir a = %, K =
% und pV = N kT (ideales Gas) geht (4.118) in (4.98) iiber .

Cp und Cy héngen noch von der Teilchenzahl N ab. Es ist iiblich und sinnvoll, die
Wairmekapazititen auf eine bestimmte Teilchenzahl zu beziehen, z. B. auf ein Teilchen
oder auf ein Mol. Man gelangt dann z. B. zur molaren Wdarmekapazitit

1dQ

- — 4.11
v dT T ( 9)

Cpr =

mit der Molzahl v = N /L. Hierbei ist L = 6.02 x 10?3 die Loschmidt-Zahl, und der
Index 7 spezifiziert den Prozess der Warmezufuhr. Fiir das ideale Gas folgt

cp —cy =R (4.120)

mit der universellen Gaskonstanten R = kL = 831J /K.

Arbeit. Was zuvor iiber die Energieform Warme gesagt wurde, gilt sinngeméf auch fiir
die Energieform Arbeit. Die bei einer Zustandsinderung 1 — 2 dem System zugefiihrte
Arbeit hingt vom Weg C ab. Bei quasistatischer Prozessfithrung ist

2
A :%(—pdv + pudN) . (4.121)
1

Die Arbeit ist also keine Zustandsgrofie! Bei einem Kreisprozess ist die gesamte Arbeit
i. a. ungleich Null.

Im Folgenden soll nur die Volumenarbeit diskutiert werden — feste Teilchenzahl = d N =

0:
2

A = —}f pdV (4.122)
1

Die Art der Prozessfithrung — der Weg C' — legt p (V') fest. Die Arbeit kann als Fléche
in einem p V-Diagramm veranschaulicht werden:
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AP AP . 275
/(0"' / N A 5
" / /Zfisom Sﬁ‘;>0

i

e Abbildung 4.8 e

Wichtige Prozesse: Arbeit bei konstanter Entropie oder bei konstanter Temperatur.

a) Arbeit bei konstanter Entropie. Prozesse mit d S = 0 nennt man isentrop. Die Isen-
tropie kann auf verschiedene Weisen realisiert werden:

¢ Entropie wird weder erzeugt, noch ausgetauscht. Einen Prozess ohne Entropieaustausch
nennt man adiabatisch; Realisierung durch Einschluss in wirmeundurchléssige Wénde.
Adiabatisch-reversible Realisierung.

e Entropie wird erzeugt und in gleichem Mafle abgefiihrt. Irreversible Realisierung.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist die Art der Realisierung von d.S = 0 ohne Bedeu-
tung. Fiir die isentrope Kompression gilt
Vs

Agz—/p(S, V)dv
\%1
Vs

:/ JE (S, V)

S dV = E(S,V2) = E(S, Vi) (4.123)

i
Argument N wieder unterdriickt. Achtung: Im Unterschied zu E ist auch Ag (wie Qy)
keine Variable des Systems (keine Zutandsfunktion), sondern eine unter ganz bestimmten
Prozessbedingungen iibertragene Energiemenge!

Bei isentroper Volumenidnderung &ndert sich i. a. die Temperatur. Das Ausmafl der
Temperaturdnderung wird wesentlich durch das Verhéltnis

=G/ (1.124)
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den sog. Adiabatenexponenten bestimmt. Mit R 3, 4 sowie (4.114, 84, 124) erhilt man
oT (S, V) oS (T, v)/oVv

oV~ 9S(T,V)/oT

1 G -Cy

aV CV

v —1

= . 4.12
aV ( 5)

Wegen v > 1 nimmt 7" bei isentroper Kompression zu (z. B. Luftpumpe, Dieselmotor,

...) und bei isentroper Expansion ab — sofern a > 0 ist.

Ideales Gas. Wegen a = 1 /T ergibt sich aus (4.125) fiir die Funktion 7" (V') bei festem
S die Differentialgleichung 1. Ordnung

aT T

— =—(v—-1)=. 4.126

=G -1 (1126)
Losung durch Separation der Variablen:

aT d

= -1n%

T V

In7T =—=(y — 1) In V 4 konstant

= In TV?~1 = konstant
= TV?~! = konstant (4.127)

=
Mit T ~ pV erhédlt man aus (4.127) als p(V)-Abhéngigkeit bei isentroper Volu-
menénderung:

p V7 = konstant . (4.128)

b) Arbeit bei konstanter Temperatur. Prozesse mit d T = 0 nennt man isotherm. p (T, V)
gewinnt man entweder durch Auflésen der thermischen Zustandsgleichung — fiir ein idea-
les Gas ist das p = N kT /V — oder als partielle Ableitung der freien Energie (4.115,
116):

OF (T, V)
= —-———= 4.129
5V (4.129)
Damit folgt fiir die isotherme Kompression:
Va
Ar = —/p(T, V)dV
Vi
Tormv
:/ (;V’)dv = F(T, V) — F(T, V). (4.130)
Vi
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Achtung: Im Unterschied zu F ist auch Ap (wie @) keine Variable des Systems (keine
Zustandsgrofe), sondern eine unter ganz bestimmten Prozessbedingungen iibertragene

Menge an freier Energie!

Wegen (4.115) lasst sich (4.130) auch wie folgt schreiben:
Ap = AF = AE — TAS . (4.131)

Die isotherme Kompressionsarbeit ist also mit Energieaustausch in Form von Wérme
verbunden — wie entsprechend die isobare Erwdrmung mit Energieaustausch in Form
von Kompressionsarbeit verbunden war:

Q,=AH =AE + pAV (4.132)

was aus (4.96, 91) folgt.

In jedem Fall gilt die Energiebilanz
AE = Q.+ A.. (4.133)

Die Energieiinderung ergibt sich als Summe von zugefithrter Wirme und zugefiihrter
Arbeit. Im Unterschied zu A F, das allein durch Anfangs- und Endzustand beschrieben
ist, hdngen () und A von dem durchlaufenen Wege C' ab.

Das Gleichgewicht zwischen zwei Systemen wurde in (4.23) durch das Maximum der
Entropie S = 51 + S5 des Gesamtsystems unter den Austauschbedingungen F; +
FEy = FE, ... gekennzeichnet. Man kann das Gleichgewicht zwischen den beiden Systemen
auch durch das Minimum der Energie £ = E; + E> des Gesamtsystems unter den
Austauschbedingungen S; + Sy = 5, ... charakterisieren:

FE = Min (El + EQ) (4.134)
S1+S2=8, ...

Dabei bedeutet ... Bedingungen wie Vi + Vo = V, N7 + Ny = N usw. Zur Begriindung
von (4.134) sei einfachheitshalber der Austausch ... unterdriickt. Den beiden Teilsyste-
men kann Energie nur in Form von Warme zugefithrt werden; also hat man insgesamt

dE = dFE1 +dEy = T1dS1 + T5d Sy . (4135)
Die Austauschbedingung S7 + S = S impliziert

dS = dS; +dSy = 0. (4.136)
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Aus den beiden vorstehenden Bilanzgleichungen folgt
dE = (Th — Tb)d S . (4.137)

Im Falle 71 = T5, d. h. im Gleichgewicht ist d E = 0, die Energie hat in diesem Zustand
einen Extremwert. Dass es sich um ein Minimum handelt, sieht man wie folgt: Fiir
Ty > Ty fithrt dS; < 0 (X1 gibt Wirme ab), also d E < 0, ndher ans Gleichgewicht
heran; fir 71 < Tj fithrt dS; > 0 (X1 nimmt Wirme auf), also ebenfalls dE < 0,
niher ans Gleichgewicht heran. In jedem Fall ist die Anndherung an das Gleichgewicht
mit Abnahme der Gesamtenergie verbunden. Q. E. D.

Anmerkungen und Erlduterungen:

1. Das Minimumprinzip der Energie kann aus dem Maximumprinzip der Entropie streng
bewiesen werden, und zwar bei beliebig vielen Austauschbedingungen agl) + a,(?) = a,
unter denen sich S; + So = S befindet. Das technische Hilfsmittel dazu ist die Methode

der Lagrangeschen Multiplikatoren. Siehe Stumpf & Rieckers (1976).

2. Das Minimumprinzip der Energie macht keine Aussage dariiber, wie die Bedingung
S1 + Sy = S realisiert wird:

e keine Entropie erzeugen,
e Entropie erzeugen und abfiihren.

3. Jeder thermische Gleichgewichtszustand kann gleichermaflen aufgefasst werden als ein
Zustand minimaler Energie beim Austausch von Entropie und als ein Zustand maximaler
Entropie beim Austausch von Energie (in Form von Wirme). Die beiden Prinzipien
beinhalten jedoch eine unterschiedliche Art des Uberganges vom Nichtgleichgewicht in
das betrachtete Gleichgewicht. Im ersten Fall ist Energie abzufithren (zum Zwecke der
Verminderung von E) sowie eventuell erzeugte Entropie (um S konstant zu halten). Im
zweiten Fall bleibt die Energie unveriandert, was am einfachsten durch Abgeschlossenheit
realisierbar ist; die Entropie nimmt zu, was ebenfalls ohne Eingriff von auflen ,von
selbst® realisiert wird. Darum ist das Maximumprinzip der Entropie der Anschauung
im Allgemeinen zugénglicher als das Minimumprinzip der Energie.

4. Geht man umgekehrt von einem und demselben Nichtgleichgewichtszustand aus,
so fithren die beiden Prinzipien wegen der unterschiedlichen Prozessbedingungen auf
verschiedene Gleichgewichtszustéinde. Die Einstellung des thermischen Gleichgewichtes
fiihrt auf unterschiedliche Gleichgewichtstemperaturen. Betrachte zwei Systeme mit —
einfachheitshalber — gleicher Warmekapazitdt. Man erhélt durch Maximierung von S
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bei festem E geméf (4.38) die Gleichgewichtstemperatur
1
T = 5 (Tl + TQ) N (4.138)

durch Minimierung von FE bei festem S gemifl Aufgabe 28 die Gleichgewichtstemperatur

T = VI Ty (4.139)

mit 7" < T wegen A E = 0im ersten, A E < 0 im zweiten Fall. Das Gleichheitszeichen
steht genau dann, wenn der Anfangszustand ein Gleichgewichtszustand ist; dann ist
T\ =T, =T = T'. Das erste Gleichgewicht stellt sich von selbst ein (kann jedoch mit
Hilfe der Umgebung auch reversibel realisiert werden); das zweite Gleichgewicht kann
nur unter Zuhilfenahme weiterer Systeme erreicht werden.

Carnotscher Kreisprozess. Betrachte ein ,, Arbeitssystem“ ¥ (z. B. ein Gas, einen
Paramagneten, ... ) mit der Energiegrundfunktion

E =FE(S X), (4.140)
d. h. mit der Gibbsschen Fundamentalform
dE =TdS + £dX (4.141)

(z.B.£dX = —pdV, B-dm, .. ). Ferner zwei Wirmereservoire ¥ und 39 mit Tempe-
raturen 77 bzw. Ty (T} > T»). Das System X durchlaufe einen reversiblen Kreisprozess,
wobei es Warme nur bei der

e Temperatur 77 aus ¥; aufnehme:
Ql = T1A51 > 0 R (4142 a)
e Temperatur 75 an X5 abgebe:

Qs = ToASy; < 0. (4142 b)
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e

&

e Abbildung 4.9 e

Somit ist die insgesamt zugefithrte Warme gleich Q1 + Q2 > 0. Weiterhin werde bei
dem Kreisprozess die Arbeit A < 0 dem System 3 zugefiihrt, d.h. an die Umgebung
(Verbraucher) ¥, abgefiihrt.
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T S-Diagramm:

7 A Q'..«.Qz-fTo(S >0

Y a
T, :%Wc

S, S5, 5

e Abbildung 4.10 e

a — b: Isotherme T' = Tj:

b
Qab:/TdS =T1(S — S.) =T1AS = Q1

a

b
Aab:/ng<0;
a

b — c: Isentrope S = Sp:

ch:O

c

AbC:/ﬁdX<0;
b
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¢ — d: Isotherme T = T5:
d
ch=/TdS =T5(8, — Sp) = ToASy = Q2

[

d
Ach/de >0 (4.143 ¢)
c

d — a: Isentrope S = S;:

Adaz/ng > 0. (4.143 d)

e Abbildung 4.11 e

Fiir die gesamte Energiedinderung beim Kreisprozess gilt

?{dE:%TdS—ir?{&dX

=Q1+ Q2+ A=0; (4.144)
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fiir die gesamte Entropiednderung beim Kreisprozess gilt

j{dS:ASl—i—ASQ:O. (4.145)

Fasst man das System als Warmekraftmaschine auf, d. h. als Maschine zur Umwand-
lung von Wérme in Arbeit, so folgt fiir den Wirkungsgrad:

—1 -2 (4.146)

Folgerungen und Anmerkungen:

1. Das Verhéltnis Ty /T ldsst sich unabhéngig von der Substanz des betrachteten Ar-
beitssystems (nicht notwendig ein Gas, schon gar nicht ein ideales) aus dem Wirkungs-
grad eines Carnotschen Kreisprozesses bestimmten; dazu Messung von A und ()1 oder
von (1 und @9 erforderlich. Festlegung der Skala der absoluten Temperatur mit Hil-
fe des Ty / Ti-Verhiltnisses aus dem Carnot-Prozess und mit Hilfe eines Fixpunktes:
T = 273,16 K fiir den Tripelpunkt (Dreiphasengleichgewicht gasformig-fliissig-fest) von
Wasser.

2. Bei irreversibler Realisierung gilt

Qi <T;AS;, i=12, (4.147)

weil die @); nur die ausgetauschte Entropie beriicksichtigen, wihrend in den A S; auch
die erzeugte Entropie enthalten ist. Aus (4.147) folgt mit (4.145):

Q1 Q2

- — A A =
T, + o < AS; +ASy 0
T
@ T
- Q1 Ty
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Nirr < 1) . (4148)
=

n stellt also eine obere Grenze fiir den Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine dar,
die zwischen zwei Wirmereservoiren arbeitet. Die obere Grenze, d. h. die maximale Ar-
beit, die man aus einer bestimmten zugefithrten Warmemenge gewinnen kann, erreicht
man bei reversibler Realisierung. Das gilt allgemein — nicht nur fiir Kreisprozesse; siche
Ubungen.

3. Die Ungleichung n;» < n gilt fiir beliebige Kreisprozesse, bei denen beliebig viele
Wirmereservoire beteiligt sein kénnen mit Temperaturen ... T3, ... T}, ... T}:

TA T)

NS
ﬂE |
i

e Abbildung 4.12 e

Begriindung: Approximation durch infinitesimale Carnotsche Kreisprozesse. Der Wir-
kungsgrad ist dann wie folgt definiert:

Sp

| Tr(S)dsS

_S(I,

n =1 (4.149)

Sy ’
[ Ty (S)dS
Sa

4. Eine obere Schranke (n < 1) fiir die Umwandelbarkeit von Wérme in Arbeit gilt
nur fiir Kreisprozesse: periodisch arbeitende Warmekraftmaschinen. Verzichtet man dar-
auf, das System in seinen Anfangszustand zuriickzubringen, so kann man Wirme u. U.
vollstandig in Arbeit umwandeln. Beispiel: Isotherme Expansion eines idealen Gases.
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/OA

e Abbildung 4.13 e

Wegen E ~ T gilt:

AT =0 = AE:QA+A:0
—A=Q = n:_a:L (4.150)
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5 Thermodynamische Potenziale

Alle Information iiber das betrachtete System ist nach dem Vorhergehenden in der
Entropie-Zustandsfunktion S (E, V, N) enthalten. Aquivalent ist die Kenntnis der
Energie-Zustandsfunktion E (S, V, N). (Auflssbarkeit in beiden Richtungen wegen
OS(E,V, N)JOE =1/T > 0bzw. 0E(S,V,N)/9S = T > 0.) Derartige Funk-
tionen heiflen Gibbs-Funktionen oder thermodynamische Potenziale oder Grundfunktio-

nen.

Fiir viele Anwendungen ist jedoch die Abhéngigkeit von anderen (intensiven) Variablen
wichtig, z.B. E (T, V, N) zur Berechnung der isochoren Wérmekapazitit:

_OE(T,V,N)

Cy = T ; (5.1)

siehe (4.87). Der Ubergang E (S, V, N) — E (T, V, N) erfolgt durch Einfithrung der

Temperatur gemif (4.56):

OFE(S,V,N)
08

und anschlieflende Elimination von S. E (T, V, N) ist im Unterschied zu E (S, V, N) kei-

ne Gibbs-Funktion, kein thermodynamisches Potenzial, ... ! E (T, V, N) enthélt weniger

Information als E (S, V, N). Bei Kenntnis von E (7', V, N) kann man daraus E (S, V, N)

nicht eindeutig zuriickgewinnen.

T = = T(S,V, N) (5.2)

Fine Variablentransformation S, V, N — T, V, N ohne Informationsverlust ist nur
moglich, wenn man zu einer anderen abhingigen Variablen {ibergeht, in diesem Fall
von der Energie zur freien Energie

F=E-TS; (5.3)
siehe (4.115). F (T, V, N) ist Gibbs-Funktion, thermodynamisches Potential, ... des Sy-
stems. Der Ubergang E (S, V, N) — F (T, V, N) zusammen mit den Bezichungen

_OE(S,V.N) o OF(LV.N)

T 08 ’ orT ’

(5.4)

letztere aus (4.116), stellt eine Legendre-Transformation dar.

Zur Erliuterung Unterdriickung (konstant halten) der Variablen V, N; d.h. Diskussion
der Funktion £ = E(5). Kurve im E S-Diagramm.
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E A\

o

arcton T

e Abbildung 5.1 e

Darstellung durch die unabhéngige Variable

dE
T=°"2 = S(T
73 S =5(T)

E=E(S(T) = f(T). (5.5)

=
Die Kenntnis von E = f (T) erlaubt es aber nicht, die urspriingliche Kurve E = E (S)
zu rekonstruieren. Einsetzen von T' = d E /d S in E = f (T) liefert die Differentialglei-

chung 1. Ordnung;:
dF dFE
E=fl-=) & ——==f%E 5.6
(55) = G5-1te. (5.6
zur Bestimmung von E = E(S); f~! ist die Umkehrfunktion von f. Wegen der Un-
abhéngigkeit der DGL von S gilt: E = E (S5) Losung = E = E (S + konstant) Losung.
Statt einer eindeutigen Kurve erhélt man eine ganze Schar von Kurven, die durch Trans-
lation in S-Richtung auseinander hervorgehen; d. i. ein Informationsverlust!
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o

e Abbildung 5.2 e

Alternative: Darstellung der Kurve E (S) durch die einhiillende einparametrige Tangen-
tenschar — siehe Abb. 5.1 —

F = F(T); (5.7)
dabei ist T' die Steigung und F' der Abschnitt auf der E-Achse:
_E-F
S -0 JdE
F=FE-ST=FE-8—. 5.8
7S (5.8)

=
Mit S = S (T) erhilt man daraus F' = F (T). F (T') wird Legendre-Transformierte von
E (S) genannt; T' = d E / d S wird als E-Konjugierte von S bezeichnet.

Betrachte umgekehrt die Legendre-Transformierte E (S) von F (T):

dF_<dE_T>dS_5:_S

dT ~ \dS dT
~ —dF
E:F—T_Z—T:F+TS:E. (5.9)

=
Mit T' = T (95) erhdlt man demnach die urspriingliche Funktion E (5) zurtick. —S =
dF /dT ist die F-Konjugierte von T. Man bezeichnet (S, T') als konjugiertes Paar:
S —-1T,T — —8S.

Verallgemeinerung: y = y (z1, ...z, ). Die y-Konjugierte von z; ist

_ Ay (z1, ... xy)

1
(9xj (5 0)

&
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= x; = zj (21, ...&j, ... vp). Die entsprechende Legendre- Transformierte ist

NON ay(xl, Ty e )
ij
=y~ 7§

Die y)-Konjugierten von §; und von zy (k # j) gewinnt man wie folgt:
dy=¢&daj + Y &Gday
k(#39)
d(fj :L'j) =z;d& + & dx;j

— dy? =d(y — & ;)
= Y &Gday — x;dE; (5.12)
k(#3)
somit
8 ]) (ﬁl’ . é-], n) —
0&; J
(5.13)
oy (xq, ... &y o n)
= &k -

dxy
Die y¥)-Konjugierte von &j ist also —x;, die yY)-Konjugierten der (k # j) sind die &.
Die Legendre-Transformierte von y@) beziiglich der Variablen §j ist wieder y; beziiglich
der Variablen z, sind es neue Funktionen 37 %),

Legendre-Transformationen sind beziiglich jeder Variablen moglich. Folglich gibt
es zu y insgesamt 2" verschiedene Legendre-Transformierte (inkl. y selbst), von denen
jedoch hochstens n 4+ 1 linear unabhéingig sind (ohne Beweis):

; Jy .
y(]):yfa:]ax‘, j=1,..n
J
) 0 0
GR) — o — 5. 9Y 9y < k=1
Yy ) Zj afﬂj kaxkv J < ) n

.................................. (5.14)
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Alle Legendre-Transformationen von y liefern dieselbe Konjugationspaarung der Varia-
blen z; und &; (ohne Beweis): (x1, &1) ... (zn, &n).

Anwendung auf die Thermodynamik. F (S, V, N) thermodynamisches Potential =
alle Lendre-Transformierten von E thermodynamische Potenziale. Ausnahme: E(SVN) =
0 fiir homogene Systeme wegen (4.69). Jede Auswahl von drei Variablen aus den konju-
gierten Paaren (S, T'), (V, —p), (N, u) derart, dass jedem Paar nur eine entnommen wird
(bis auf die obige Ausnahme, wo alle intensiven Variablen gewihlt werden), stellt einen
vollsténdigen Satz zur Beschreibung des Systemzustandes dar: Koordinaten des Systems.
Die zugehorige Legendre-Transformierte als Funktion der ausgewihlten Variablen ist
Gibbs-Funktion. Sie enthélt die gesamte Information iiber das System. — Weitere Gibbs-
Funktionen durch Auflésung nach der einen oder der anderen unabhéngigen Variablen,
z.B. E(S,V, N) = S(E,V, N). Dazu erneut Bildung von Legendre-Transformierten
usw. Im Folgenden Betrachtung der Legendre-Transformierten von E (S, V, N).

Energie:
E = FE(S,V,N)
N dE =TdS — pdV + udN
OE(S,V,N) _
. L S 15 V)
OFE(S,V,N)
» - _ N 5.15
5T p(S, V, N) (5.15)
OE(S,V,N) _ _
N w(S, V, N);

siehe (4.54 — 58). Die Integrabilititsbedingungen fiir das totale Differential dE = ... |

namlich
82E(S, V, N) B Z?QE(S, V, N)

oS0V N ovaos (5.16)
usw., fithren auf die sog. Mazwell-Relationen:
OT(S.V.N) _ 9p(S.V,N)
ov N 0S8

ON ov
du(S, V,N) _ 9T(S,V,N)

08 N ON
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Daraus folgen mit R 4 die reziproken Beziehungen

QV(T,S,N)  95(p,V, N)

= 5.18
oT Jdp ( )
usw.
Freie Energie. Ersetzung von S durch 7"
F=E® =E_-TS = F(T,V,N)
dF = —SdT — pdV + pdN
=
OF(T,V, N
(E)’T’) =-S(T,V,N) (5.19 a)
=
OF(T,V, N
(a’v’) — _p(T,V, N) (5.19 b)
OF (I, V,N) _ ,
T = (VN (5.19 c)
Mazwell-Relationen:
aS(T,V,N) 0p(T,V,N)
A% - oT
ON ov
Ou(T,V,N)  9S(I,V,N)
oT B ON ‘
Die erste dieser drei Gleichungen kam schon in (4.117) vor. Ferner ist
08 op
usw. Siehe auch (4.129).
Fir dT = 0 (T = konstant) und d N = 0 (N = konstant) folgt
dF|p, Ny = —pdV . (5.22 a)

Die Anderung der freien Energie bei einem isothermen Prozess fiir ein System mit fester
Stoffmenge ist gleich der bei diesem Prozess zugefiihrten Arbeit (Kompressionsenergie).

Vgl. (4.130).
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’

Die Bezeichnung ,,freie Energie“ beruht darauf, dass die mazimale Arbeit A,,,., die ein

System ¥ bei fester Temperatur und reversibler Prozessrealisierung an die Umgebung
¥ abzugeben vermag, durch —A F gegeben ist:

A =AE —-TAS, AE +AE=0, AS +AS>0
A <-AE+TAS = A, . =-AF. (5.22 b)

Das Gleichgewicht zwischen zwei Systemen beim Austausch von Volumen und Teil-
chen(zahl), aber fester Temperatur ist gekennzeichnet durch ein Minimum der freien
Energie des Gesamtsystems:

F(T,V, N)y=pMin (Fy(T1, Vi, M) + By (Ta, Va, Na)) . -
V1+V2:V,N1+N2:N ( N )

Beweis mit Hilfe des Minimumprinzips der Energie oder des Maximumprinzips der Entro-
pie.

Eine Beziehung, die wie (4.129, 5.19 b) den Druck p, die Temperatur 7" und das Volumen
V' (sowie die Teilchenzahl N) verkniipft, heifit thermische Zustandsgleichung:

p=pT,V,N). (5.24)

Sie ist der unmittelbaren experimentellen Beobachtung zugénglich. Eine weitere wichtige
Beziehung ist die kalorische Zustandsgleichung:

E = E(T,V, N), (5.25)

welche den Zusammenhang mit der Energie des Systems herstellt. Experimentell leichter
zuganglich als die Energie ist die Wdrmekapazitdit bei festem Volumen:

_QE(T,V,N)
N oT

Jede der beiden Funktionen p (7', V, N) und Cy (T, V, N) enthélt weniger Information
iiber das System als ein thermodynamisches Potenzial wie S (E, V, N), E (S, V, N),
F (T, V,N), ... Zwar lassen sich (5.24, 26) aus jedem dieser Potenziale herleiten; aber
weder (5.24) allein, noch (5.26) allein reichen aus, ein thermodynamisches Potenzial fiir

Cy = Cy (T, V, N) . (5.26)

das System zu konstruieren. Vielmehr sind beide Funktionen (5.24, 26) dazu notwendig
und hinreichend; siche unten.
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Nach Vorgabe von p (T, V') kénnen weder E (T, V') noch Cy (T, V) in beliebiger Weise
von T und V abhéngen (N fest, weggelassen):

E(T,V) = E(S(T,V), V)
OE(T,V) OE(S,V)dS(T,V)  9E(S,V)

= oV . a%ﬂ?'T’ V) _Eﬂ/ ov 5
(5.15): A% b ’
Mit der Maxwell-Relation (4.117) folgt
O gy = (12 1) pr v (5.28)
ov -\ T U ar PR ‘

Die thermische und die kalorische Zustandsgleichung sind also nicht unabhéngig vonein-
ander, sondern durch (5.28) miteinander verkniipft!

Differentiation von (5.28) nach T' (bei festem V') fiithrt auf

PET,V) _ . 0p(T. V)

oTovV oT? (5:29)
andererseits ist 5 ) 90w ( )
E(T,V) 0Cy(T,V
ovor ov ' (5:30)
Wegen 0 E /0T OV = 0°E/0V 0T folgt die Beziehung
2

ov 0T?

In der phénomenologischen Thermodynamik stellt sich typischerweise die folgende Auf-
gabe: p(T, V, N) und Cy (T, V, N) seien durch experimentelle Beobachtung bekannt.
Die Giiltigkeit der Hauptsiitze erzwingt die Giiltigkeit der Verkniipfungsgleichung (5.31).
Berechne die freie Energie F' (T, V, N)! Dieses thermodynamische Potenzial enthélt die
gesamte Information iiber das System. Durch Legendre-Transformation gelangt man zu
den Gibbs-Funktionen E (S, V, N) und S (E, V, N) ...

Wegen Cy = TOS (T, V, N) /0T gilt fir die Entropie:

T
1 / /
S VN) = [ 5 Co@ VN AT 4 £V N) (5.32)
To
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mit einer unbestimmten Funktion f. Aufgrund von (5.19 a) folgt fiir die freie Energie:

T
F(T,V,N) = —/ S(T',V, NYdT + g(V, N)
To
I
__/ S Cv(T' V. N)AT” | dT’ — (T To) /(V, N) + g(V, N) (5.3)
To To

mit einer weiteren unbestimmten Funktion g. Damit erhilt man fiir die Energie:

E(T,V,N)=F(T,V,N) + TS(T, V, N)

/

T T

1 v 1 /
:_/ /T,,CV(T V,N) AT | dT
To To
r 1
T [ 5 Co @ VN AT+ Ty f (V. N) 4 g (Ve )

To
T

— [ev @' VoMt 4 T (VN + g (V) (5.34)
To
durch partielle Integration beim Ubergang zur letzten Zeile.

Bestimmung von f und g: Mit (5.19 b, 33) folgt

T[T
dCy (T",V, N)dT" ,
T,V,N)= T
p( ’ V? ) / / 8V T// d
To To
9f(V,N) 9g(V,N)
T — T — . .
+r -1y S - (535)
Der Integralterm lésst sich mit (5.31) umformen; er ist gleich
T *p(T", V, N)
P , V, " /
dT | dT
1] e
To  \To (5.36)

ap(T(]a Vv N)
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Aus den beiden vorstehenden Gleichungen erhélt man

of(V,N) 9p(Tp, V, N) dg(V, N)
<0v h 80T0 >(T_T°)_ oV

—p(Ty, V, N) = 0. (5.37)

Diese Gleichung ist identisch in 7' erfiillt, folglich muss gelten:
of(V,N) _ 9p(Tp, V, N)

ov. dTh
dg(V, N)
——— = —p(Th, V| N
oV p( 0, Vs )
6p (To, V', N)
V. N av'
(5.38)
g(V, N) =go<N>—/p<To,v,N>dv
Vo
mit unbestimmten Funktionen fy, ggo °

Fiir das monoatomare ideale Gas mit p = Nk7T /V und Cy = 3 N k /2 berechnet
man zunéchst aus (5.38):

FOV,N) = fo(N) + NkIn —

Vo
(5.39)
V
g(V, N) = go(N) - N]CTO In — .
Vo
Fiir die Entropie folgt hiermit aus (5.32):
3
T\ 2
ST V,N) =Nk [ () V) 4+ 5 (5.40)
o) W
mit So = fo (N) = S (To, Vo, N). Wegen der Extensitét der Entropie ist
So = Nkoy (5.41)

mit einer aus den vorliegenden Angaben nicht ndher bestimmbaren Konstanten og. Aus
(5.40, 41) folgt schliefllich

S(T,V,N) = Nk (ln ((;;) “2)) + 00> . (5.42)
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Dieses Ergebnis entspricht genau dem Resultat in Kap. 3: Beriicksichtigt man hier noch
(wie dort) die Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen, indem man von (5.42) die Mischungs-
entropie k In N! ~ kN (In N — 1) subtrahiert, so gelangt man mit 7' ~ FE /N zur
Entropiefunktion (3.80) — bis auf die Spezifikation der Konstanten oy.

Fiir die freie Energie berechnet man aus (5.33) mit (5.39):

Nl

|4 3

F(T,V,N) = Nk:Tln(<;;> V0> + (T — Tp) <2Nk - So) + Fy, (5.43)

mit Fy = go (N) — To fo (N) = F (Tp, Vo, N). Hierbei wurde die Identitét

T !
T T
dT In — =T1In — — (T — T 5.44
[T w =T - (@ - T (.44
To

benutzt (partielle Integration). Analog zu (5.41) (F extensiv) gilt
Fo = Nk‘TO @0 (545)

mit einer aus den vorliegenden Angaben nicht naher bestimmbaren Konstanten ¢g. For-
dert man jedoch F' = 0 fiir 7' = 0, so erzwingt dies

3

und aus (5.43, 41, 45, 46) folgt schlieflich:
T\? V 3
F(T,V,N)=—-NkT (1 — — - = . 5.47
( s Vo ) (n<<T()> %>+UO 2) ( )

Fiir die Energie erhélt man wegen E = F + TS aus (5.42, 47):
3
E(T.V,N) = SNkT . (5.48)

Das ist die bekannte kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases: Gl. (4.61) mit
f = 3 im monoatomaren Fall.

Bemerkenswert ist, dass fiir das ideale Gas (sonst i. a. nicht!) die Energie nicht vom

Volumen abhéngt:
OFE(T,V,N)

5 —=0. (5.49)
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Dieses Resultat folgt auch bereits aus der Beziehung (5.28) mit der thermischen
Zustandsgleichung pV = NEkT. Experimentelle Verifizierung durch Gay-Lussac-

FExpansion; s. u.

Das thermodynamische Potenzial F' ist in (5.47) als Funktion seiner ,natiirlichen* Zu-
standsvariablen T', V, N angegeben. Die Potenziale S in (5.42) und E in (5.48) héngen
von den ,falschen® Zustandsvariablen ab. Man kann aber aus den beiden Gln. (5.42, 48)
T eliminieren und erhilt dadurch die Gibbs-Funktionen S (E, V, N) und E (S, V, N).
Die Integrationskonstante og ist durch Wahl des Nullpunktes von S festzulegen — siehe
Satz von Nernst.

Der hier aufgezeigte Weg zur Berechnung thermodynamischer Potenziale nach Vorgabe
empirisch ermittelter Zustandsgleichungen wird in der Statistischen Mechanik in umge-
kehrter Richtung durchschritten. Dort steht die modellabhéingige Berechnung der Po-
tenziale (iiber eine Berechnung der Zustandssumme) im Vordergrund, woraus dann die

Zustandsgleichungen abgeleitet werden.

Gay-Lussac-Expansion. Es geht um die experimentelle Verifikation von (5.49), d.h.
um das Verschwinden der Energieinderung bei isothermer Expansion beim idealen Gas.

I/ /////////////// //

WoatmereSerpee
////////////

L f———
TAS fo i aid

T

e Abbildung 5.3 e

Feste Stoffmenge: d N = 0, Argument N weggelassen. Wegen dE = T'dS — pdV hat
man dE 2 0 fir TdS Z pdV. Die Schwierigkeit der experimentellen Uberpriifung liegt
weniger bei der Arbeit pdV als vielmehr bei der Warme T'd S.

123



Thermodynamische Potenziale P. Eckelt

Daher: Statt der Energieinderung bei isothermer Expansion Messung der Tempera-
turdnderung bei isoenergetischer Expansion. Nach R 4, 5 gilt

OE(T,V)  9E(T,V)IT(E,V)

oV oT v
T (E, V)
= Oy

(5.26): ov
Genau dann verschwindet also O E (T, V) /0V, wenn 0T (E, V) /0V verschwindet
(Cy # 0).

Prinzip der experimentellen Anordnung: Expansion ins Vakuum:

(5.50)

e Abbildung 5.4 e

Die Expansion V, — V., muss so schnell erfolgen, dass keine Kompressionsenergie
abgefiihrt wird: schnell gegen die Schallgeschwindigkeit (gréBenordnungsméfig). Rea-
listisch(er)e Anordnung:
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—7/%7/ ////%

2 /
L%__l/_z//i//// /J'

e Abbildung 5.5 e

Uberstrémen nach Offnen des Hahnes. Messung der Temperaturdifferenz T, — T,:

NS

aT (E, V) DE(T,V) 4
oV 0 < v

[N

T, 2 T, 0. (5.51)

Bei idealen Gasen gilt das Gleichheitszeichen: Keine Temperaturidnderung bei isoener-
getischer Expansion. < Keine Energieéinderung bei isothermer Expansion.

Gay-Lussac-Koeffizient:

0T (E,V)
IV
1 9E(T,V)
(5.50): Cy 0V

(5.28): = _CLV (Tﬁ% - 1) p(T, V)

¢

" 0 (’M) (5.52)

Cy oT T

Fiir das ideale Gas gilt p/T = Nk /V, folglich ist

Cideal = 0 . (553)
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Reale Gase. Das ideale Gas ist das Modell eines Vielteilchensystems im Grenzfall un-
endlicher Verdiinnung. In diesem Grenzfall kann die Wechselwirkung zwischen den Gas-
molekiilen (Teilchen) vernachlissigt werden. Bei realen Gasen darf die Wechselwirkung
nicht vernachléssigt werden. Sie duflert sich u. a. in der thermischen Zustandsgleichung.
Statt pV = N kT fir das ideale Gas hat man z. B. als eine von vielen moglichen Ap-
proximation — die van der Waalssche Zustandsgleichung:

(pea (3)) (1-03)) = For 550

Die Konstanten a und b héngen mit der intermolekularen Wechselwirkung W (r) zusam-

men:

Wery A

e Abbildung 5.6 e

a= -2 / W (r)r*dr > 0 (5.55)
2ro

beriicksichtigt den attraktiven Anteil der Wechselwirkung und impliziert eine Vermin-
derung von p bei festem N /V und T

b=1677r5/3, (5.56)
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d.i. das vierfache ,Eigenvolumen® der Gasmolekiile, beriicksichtigt den repulsiven Anteil
der Wechselwirkung und impliziert eine Erhéhung von p bei festem N /V und T. Im
Grenzfall verschwindender Teilchendichte N / V' — 0 geht die van der Waals-Gleichung
(5.54) in die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases iiber.

Der Gay-Lussac-Koeffizient des van der Waals-Gases ergibt sich nach (5.52, 54) zu
™ 9 (N N\' e (N
wdw = ——— == | =k (1 — b= — ==
waw = 5 a7 (V ( V) T (V)
N 2
S <) <0, (5.57)

Oy \V

d.h. Abkiihlung bei isoenergetischer Expansion: umso stérker, je grofler die Teilchen-
dichte ist und je stérker die intermolekulare Attraktion ist. Bei adiabatischer Expansion
ins Vakuum Abnahme der kinetischen Energie der Teilchen, damit Abnahme der Tem-
peratur.

Enthalpie. Ersetzung von V durch —p:

H=EY) = E+pV =H(S, p, N)
dH =TdS + Vdp +pdN

JdH (S, p, N)
= —— — =T(Sp N)
- 95
OH (S, p, N) _ V (S, p, N) (5.58)
dp
OH(S,p, N)

Daraus folgen die Mazwell-Relationen

oT (S, p, N) 9V (S,p, N)

dp 0S5
OV (S,p, N) _ 9u(S,p, N) (5.59)
ON dp
(S, p, Ny 9T (S,p, N) |
oS - ON ’
ferner
Op(S,T,N) _9S5(V,p, N) (5.60)

orT ov
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usw.

Fir dp = 0(p = konstant) und d N = 0 (N = konstant) folgt
dH|p,n =TdS . (5.61)

Die Anderung der Enthalpie bei einem isobaren Prozess fiir ein System mit fester Stoff-
menge ist gleich der bei diesem Prozess zugefiihrten Wiarme. Vgl. (4.96).

Das Gleichgewicht zwischen zwei Systemen beim Austausch von Entropie und Teil-
chen(zahl), aber festem Druck ist gekennzeichnet durch ein Minimum der Enthalpie
des Gesamtsystems:

H(S,p, N) = Min_ (Hy (S1, p1, N1) + Ha (S2, p2, N2)) . (5.62)
S1+8 =8, Ni+N2=N
Beweis mit Hilfe des Minimumprinzips der Energie oder des Maximumprinzips der Entro-
pie.

Joule-Thomson-Expansion. Expansion eines Gases bei konstanter Enthalpie. Eine
feste Gasmenge (N = konstant, Argument N weggelassen) mit Anfangsvolumen V; und
Anfangstemperatur 77 wird bei konstantem Druck p; durch eine porése Wand in einen
Raum mit konstant gehaltenem Druck po gedriickt:

/04 >/°2

e Abbildung 5.7 e

Das Endvolumen sei V5, die Endtemperatur sei T5. Das gesamte System sei adiabatisch
abgeschlossen, folglich ist

Ey — By = —(p2Va — ;1 V1)
H = H, . (5.63)
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Es handelt sich also um einen Prozess konstanter Enthalpie. Die Temperaturdnderung
ist durch den Joule- Thomson-Koeffizienten gegeben:

0T (p, H)
= T

(5.64)
Sei dp < 0. Man bezeichnet

e Abkiihlung als positiven Joule-Thomson-Effekt: T < 0 = u > 0;

e Erwadrmung als negativen Joule-Thomson-Effekt: d7° > 0 = pu < 0.

Berechnung von p — vgl. die Berechnung des Gay-Lussac-Koeffizienten ¢ in (5.52) —
0T (p, H) 0p(H,T) 0H (T, p)

=1
) 0
R 5: P, QHTppIp (5.65)
— OH (T, p)/0T
OH(T,p) OH(S,p)  OH(S p) 0S(T, p)
ap  o9p . 9s p
ol — v, p) + 725D (5.66)
(5.58): P ) ' '
Das Differential (s. u.: freie Enthalpie)
d(E—-TS +pV)=-8SdT + Vdp (5.67)
liefert die Integrabilitdtsbedingung
95(T,p) _ OV (T, p)
5 = T (5.68)
Mit (4.93, 5.66, 68) folgt aus (5.65):
_ T (ov(T,p) V(T p)
et oT T
_T* 9 (V(T,p)
_CpaT< - > (5.69)
Fiir das ideale Gas gilt V' /T = N k / p, folglich
Mideal = 0, (570)
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d. h. bei Joule-Thomson-Expansion findet hier keine Temperaturdnderung statt.

Fiir ein reales Gasist im Allgemeinen p # 0, und zwar sind sowohl positive (Abkiihlung)
als auch negative (Erwirmung) pu-Werte moglich. Die Zustidnde mit

ov(T,p) V(T,p)

w=0 or T
ONKT(V,p) _ NkT(V,p)
= — (5.71)

definieren im pV-Diagramm die Inversionskurve. Fiir das van der Waals-Gas (5.54)
fithrt Bedingung (5.71) auf

N? N? N N? N

vV V2

ot

W
R
{
3
3
S

)
/
{4

\\\\§\\\\\\\
3
\VY
o
A
Q

— - -

\
/

N\

B2 .

e Abbildung 5.8 e

A}

7

3

Beim Uberqueren der Inversionskurve gelangt man von Gebieten mit positivem (nega-
tivem) Joule-Thomson-Effekt in Bereiche mit negativem (positivem) Joule-Thomson-
Effekt. Abkiihlung (u > 0) ist fiir Drucke oberhalb p = a/3b? nicht moglich. Fiir
grofie V' (geringe Dichten bei festem N) ist die Inversionskurve durch die Isotherme

22N N

=20 = g, .
PE G =T (5.73)
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mit der Inversionstemperatur
2a

bk
gegeben. Ein positiver Joule-Thomson-Effekt ist also nur unterhalb 7; (z.B. T; = 193 K
fiir Hy) moglich (notwendig; hinreichend nur im Grenzfall unendlicher Verdiinnung).

T, = (5.74)

Die Joule-Thomson-Expansion ist mit Entropieerzeugung verbunden (dp < 0):
dH =TdS +Vdp =0
Vv
ds = —fdp >0, (5.75)

=
d. h. irreversibler Prozess. Wegen der adiabatischen Abgeschlossenheit kann S nicht
durch Austausch mit der Umgebung, sondern nur durch Erzeugung anwachsen.

Freie Enthalpie. Ersetzung von S durch T und von V durch —p:

G=ESY) = FE-TS+pV =G(T, p, N)
dG = =SdT + Vdp + pdN

=
9G(T, p, N) _ ~S(T, p, N) (5.76 a)
. oT
9G(T.p, N) _ V (T, p, N) (5.76 b)
dp
O0G(T,p, N) _

Die entsprechenden Mazwell-Relationen sind

05 (T, p, N) oV (T, p, N)

dp N oT
oV (T,p, N) _ 9p(T, p, N) (5.77)
ON Op
oT B ON
sowie dp(T, S, N) aT (V, p, N)
p b ) _ 7p7
ax _ i (5.78)
usw.
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Fir dT = 0(T = konstant) und dp = 0 (p = konstant) folgt:
dG|rp, = pdN . (5.79)

Die Anderung der freien Enthalpie bei einem isotherm-isobaren Prozess ist gleich der bei
diesem Prozess zugefiihrten chemischen Energie. Wichtig bei chemischen Reaktionen.

Die freie Enthalpie wird héufig auch als Gibbssches Potenzial bezeichnet.

Das Gleichgewicht zwischen zwei Systemen beim Austausch von chemischer Energie,
aber fester Temperatur und festem Druck ist gekennzeichnet durch ein Minimum der
freien Enthalpie des Gesamtsystems:

G (T7 D, N) = Ny MR%:](Gl (T17 P1, Nl) + G2 (TQ) P2, N2)) . (580)
Ty=T>=T, pi=p2=p
Beweis mit Hilfe des Minimumprinzips der Energie oder des Maximumprinzips der Entro-
pie.
Fiir eine Phase hat die freie Enthalpie wegen (4.69) die einfache Gestalt
G(T,p, N) = (T, p)N . (5.81)

Phasengleichgewicht: Gleichgewicht zwischen zwei (oder mehreren) Phasen, siehe z. B.
das pT-Diagramm des Wassers:

PA

‘gaf;‘“l?“'/ ( ID A./7; )

e Abbildung 5.9 e
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Tripelpunkt: Dreiphasengleichgewicht bei p* = 0,0061 bar, T = 273,16 K; kritischer
Punkt bei pr, = 197,2 bar, T, = 637,3 K.

Bei der Temperatur 7" und dem Druck p ist das Gleichgewicht zwischen zwei Phasen I
und II durch eine Minimum der freien Enthalpie des Gesamtsystems gekennzeichnet. In
diesem Zustand sind folglich die chemischen Potentiale der beiden Phasen gleich:

p' (T, p) = u"" (T, p) . (5.82)
Begriindung: Wegen (5.80) ist im Gleichgewicht bei festem T, p und N = Nj + No:

dGI (T, p, N1) aGH (T, p, NQ)

dG = d Ny dNy =0
(aal PPN GH T, p,@\i\ﬁz)\' AN =0
= aN]_ aNQ '

da d N; beliebig. Aus (5.83) folgt mit (5.76 c) die Behauptung.

(5.82) bedeutet: T' und p sind im Zweiphasengleichgewicht nicht unabhingig voneinan-
der. Die Gleichgewichtspunkte p (T") bilden im p T-Diagramm die Koexistenzkurve, z. B.
die Siedekurve, ... der beiden Phasen. Es gilt die Clausius-Clapeyron-Gleichung:

d Q

Q ist die fiir den Phaseniibergang I — II erforderliche Wirme, z. B. die Verdamp-
fungswirme, ... bei der Temperatur 7. V! und V! sind die Volumina in den beiden
Phasen II bzw. I bei der Temperatur T'. Feste Stoffmenge.

Beweis: Einsetzen von p (T) in (5.82) und Ableitung nach T" ergibt

o' (T.p)  Op(T,p) dp _ Opl'(T.p)  Opu'(T,p) dp

aT dp dT aT op  dT (5:85)
Wegen (5.81, 76 a, b) ist aber
op(T,p) _ 1 0G(T,p, N) _
(5.86)
op(T,p) 1 9G(T, p, N)
_ = — . = — T
op N a1 V(T, p, N)

Mit (5.86) folgt aus (5.85):
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dp _ SII _ SI

Beim Phaseniibergang I — I1 ist die Wérme
Q=T (8" - 8% (5.88)

zuzufithren. Mit (5.88) folgt aus (5.87) die Behauptung.

Als Beispiel betrachten wir den Phaseniibergang fliissig — gasformig fiir das van
der Waals-Gas. Skizziert sind die Isothermen (7" = konstant) im p V-Diagramm:

fDA

kritische Temperatur:

8a
=g
kritischer Druck:
a
kritisches Volumen:
Vi, = 3bN .

Unterhalb T}, hat man zwei Extrema (Minimum, Maximum), bei T}, ein Extremum (Wen-
depunkt), oberhalb T}, kein Extremum. Wir beschrianken uns auf den Bereich T' < T:
A B C fliissig, E F G gasformig, C' D E instabil (Op (T, V) /0V > 0):
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E
i\
2 1>/////,‘7:

7z / 7

e Abbildung 5.11 e

Zu jedem Druck aus dem Intervall po < p < pg gibt es zwei Volumina: V' fiir
die fliissige Phase, V! fiir die gasférmige Phase. Bei welchen p = 7 erfolgt der
Phaseniibergang? Bei Expansion von A ausgehend: an welcher Stelle B beginnt die
Flissigkeit zu sieden? Bei Kompression von G ausgehend: an welcher Stelle F' beginnt
der Dampf zu kondensieren? Antwort: Bei demjenigen Druck p = P, der bei der Tempe-
ratur 7' Koexistenz von Dampf und Fliissigkeit gestattet, dem zu T’ gehoérigen Dampf-
druck. Fiir den Zusammenhang von p und 7' ist die CC-Gleichung (5.84) mafigeblich mit
V1 = Fliissigkeitsvolumen, V! = Dampfvolumen und Q = Verdampfungswirme.

Maxwell-Regel. p kann so konstruiert werden, dass die Flichen BC' D und DEF
gleich sind:

VII

/ p(T, VYAV = p(vIT — V1Y (5.89)

vI

Beweis: 7u zeigen ist
VII
_ = 11 I\ _
M—/pdV—p(V — vl =0, (5.90)

v
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Mit Hilfe der Differentiationsregel

b(t) b(t)
d . )
& [y ode = b0y - iOyeo.0 + [ Syend G
a(t) a(t)
findet man zunéachst
VII VII
d _d op (T, V
- pdV:pﬁ(VH—VI)—f- / péT)dV; (5.92)
VI VI
hierbei wurde noch
p(T, V") = p(T, V") = p(T) (5.93)

beriicksichtigt. Wegen des Zusammenhanges (5.28) zwischen thermischer und kalorischer
Zustandsgleichung erhélt man weiter aus (5.92):

VII
< / pdV — p(vIT — V)
I
dp ) 1 v OE (T, V) .
_ AP ar g0 4 )
= dT(v V)+T/<8V +p>dV.
VI
Mit
VII
E(T
/ de:E(T, vihy —E@@vh) =Q —p(vl — v (5.95)
VI

und der obigen M-Definition folgt schlieBllich aus (5.94):

aM M dp .1 I Q
0T T = dT(V V)+T =0 (5.96)
wegen Clausius-Clapeyron. Also ist
d (M

Hieraus folgt: M /T ist unabhéngig von T'. Also ist entweder M = 0 (1. Fall) oder
M ~ T (2. Fall). Der 2. Fall ist auszuschlieBen, da M — 0 fir T — Ty; folglich gilt
der 1. Fall, d.i. die Behauptung.
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6 Ideale Gase

Nach den Ausfiihrungen der letzten beiden Kapiteln werden thermodynamische Syste-
me im Gleichgewicht durch gewisse Zustandsfunktionen (thermodynamische Potenziale)
vollstdndig beschrieben: S (E, V, N) bzw. E (S, V, N) oder F (T, V, N) oder ... Die
Kenntnis einer dieser Zustandsfunktionen erlaubt im Prinzip die Berechnung beliebiger
Zustandsénderungen, d. h. beliebiger Prozesse.

Die phinomenologische Thermodynamik kann die Zustandsfunktionen FE (S, V, N),
F(T,V,N), H(S, p, N), ... im giinstigsten Fall aus geeigneten Messungen rekonstruie-
ren. Zum Beispiel erhiilt man aus der thermischen Zustandsgleichung f (p, V, T, N) = 0
die partielle Ableitung 0 F' (T, V, N) /0V = —p. Durch weiteren experimentellen Auf-
wand sind auch die anderen partiellen Ableitungen 0 F (T, V, N)/0T = —S und
OF(T,V,N)/ON = p im Prinzip messbar. Daraus ist schlieBlich die freie Energie
F (T, V, N) selbst rekonstruierbar — bis auf einen Nullpunktswert. Vgl. die Ausfithrungen
zur Berechnung von F (T, V, N) aus p(T, V, N) und Cy (T, V, N) in Kap. 5. Dagegen
kann die phdnomenologische Thermodynamik die Zustandsfunktionen und die daraus
ableitbaren Konsequenzen, wie z.B. die thermische Zustandsgleichung, nicht aus der
atomaren Struktur des betrachteten Systems begriinden.

Diese Begriindung aus der atomaren Struktur ist die Aufgabe der Statistischen Me-
chanik. Die formalen Hilfsmittel dazu wurden in Kap. 3 hergeleitet. Die entscheidende
Grofle ist der statistische Operator der betrachteten Gleichgewichtsgesamtheit (in der
QUM; die Verteilungsfunktion in der KLM). Daraus resultiert die Zustandssumme (bzw.
das Zustandsintegral), welche das Bindeglied zur phdnomenologischen Thermodynamik
darstellt: Aus der Zustandssumme (bzw. dem Zustandsintegral) ergibt sich die Entro-
piefunktion, und die Entropiefunktion liefert nach Kap. 4 die gesamte Gleichgewichts-
thermodynamik.

Der hier skizzierte Weg ist im Prinzip fiir jedes thermodynamische System gangbar.
Er soll in diesem Kapitel an einem einfachen Modellsystem demonstriert werden, dem
Modell des idealen Gases. Darunter versteht man ein Vielteilchensystem von gleich-
artigen Mikroteilchen mit vernachléssigbarer gegenseitiger Wechselwirkung in einem Vo-
lumen V. Beipiele: Edelgas bei nicht zu tiefer Temperatur (Atome); verdiinntes Was-
serstoffgas (Molekiile); Leitungselektronen in einem Stiick Metall; Photonen in einem
y,schwarzen Kasten“. Aufler der ,Wand“ von V mogen keine duferen Krifte auf die
Teilchen einwirken.

Der Hamilton-Operator H des idealen Gases, das aus n Atomen bestehen moge, setzt sich
additiv aus den — einander gleichen — Hamilton-Operatoren h (i) der einzelnen Gasatome
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zusammen:

H=>Y hi. (6.1)

h besitze ein diskretes Eigenwertspektrum von Energien €, in stationdren Zusténden

v):
hlv) = e, |v), v=12 .. (6.2)

Die stationdren Zustinde des Gesamtsystems konnen durch die Besetzungszahlen n,, der
Einteilchenniveaus spezifiziert werden: |ni, ng, ...n,, ...). Dabei ist n, die Anzahl der

Atome im Einteilchenzustand |v), also ist
n = Z ny . (6.3)
v

Die Zusténde |nq, ...n,, ...) sind simultane Eigenvektoren des Hamilton-Operators H

zum Eigenwert e:
(H - 8) |n1, ng, ... My, > =0 (64)

mit
=Y e (65)
sowie des Teilchenzahloperators NV zum Eigenwert n:
(N = n)|ny, no, ...ny, ...) =0, (6.6)
wobei n durch (6.3) gegeben ist. Die Normierung der Zusténde |ny, ng, ... ny, ...)

! / !

(ny, ng, ...ny,y ...lny, na, cony, L) = 5n/1n1 s Ot (6.7)

Die Zustandsspezifizierung durch die n, nennt man Besetzungszahlendarstellung. Die
Zustandsvektoren |nj, ng, ...n,, ...) sind Elemente des Fock-Raumes. Das ist ein Hilbert-
Raum, der als direkte Summe aller moglichen n-Teilchen-Hilbert-Réume gebildet wird:

Hrock = Ho ® H1 & ... Hp, @ ... . (6.8)

Siehe Quantentheorie-Skript, Kap. 14!
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Das betrachtete ideale Gas befinde sich in (schwacher) Wechselwirkung mit seiner Um-
gebung, mit der es Energie (in Form von Wiarme) und Teilchen austauschen kann. Im
thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung hat das System die mittlere Energie
E = (H) = Spur (pH) (6.9)

und die mittlere Teilchenzahl

N = (N) = Spur (pN) . (6.10)
Dabei erfolgt die Mittelung iiber eine groffkanonische Gesamtheit makroskopisch dqui-
valenter idealer Gase.

Der entsprechende statistische Operator ist nach Kap. 3 durch

p = el FAH—aN (6.11)

gegeben. Die Normierungsbedingung Spur p = 1 impliziert
Q=-InZ (6.12)
mit der grofkanonischen Zustandssumme
Z = Spur (e PH-aN) (6.13)
(Index g gegeniiber Kap. 3 weggelassen). Die Bedeutung von f3, « ist durch (4.60) gege-
ben.

Anmerkung: Obwohl die kanonische Situation (NN fest) dem Experiment im Allgemeinen
besser entspricht als die groflkanonische Situation (N variabel) arbeiten wir mit Z, statt
mit Zy, weil damit der formale (rechnerische) Anschluss an die Thermodynamik leichter
gelingt (sieche unten). Beide Formulierungen fiithren im thermodynamischen Limes auf
dieselben Endresultate. Siehe Anmerkung 1. am Schluss von Kap. 3!

In der Basis der |ng, ...n,, ...) erhilt man

Z= > (g, g, e PN gy, L) (6.14)

N1y Ny e

Die Summation erstreckt sich iiber alle n-Teilchenzustinde des Fock-Raumes. Mit (6.3
- 7) folgt:

7 — Z e; (—=Bev —a)™

T T

= Z H ﬁau—an

LNy

_ H Z —Bev —aym, (6.15)
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Aus (6.15) lasst sich die mittlere Teilchenzahl im Zustand |v) berechnen:

(ny) = Z ny (n1, na, ...|p|n1, na, ...)

ni,na,...
72/: (Ber+a)n

_ » Q
(6.11): = 2. me ©

niy,ng,...
(6.12): _ _l 0 Z e—%:(ﬁau/ +a)n l
ﬁ a51/ 7
ni,n2, ...
=7
1 0
=———InZ
3oe,
100
~ Boe, (6.16)

An dieser Stelle ist der Unterschied von Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem Spin) und
Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin) zu beriicksichtigen. Nach dem Pauli- Prinzip
sind fiir Fermionen nur die Besetzungszahlen n,, = 0, 1 moglich, wahrend es fiir Bosonen
keine derartige Beschrédnkung gibt: n, = 0, 1, 2, 3, ...

A. Bosonensysteme

Fiir Bosonen folgt aus (6.15, 12):

1
Z=1l ==

= — e Pev—a) | .
R Q ;1n<1 e=fe ) (6.17)

Daraus kann man nach (3.181, 182) die mittlere Energie E und die mittlere Teilchenzahl
N des idealen Bose-Gases berechnen:

e—ﬁsy -«

o
E= aﬁ_;&/l — e PBev—a

Ev
— Z o Era— (6.18)
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bzw.

N=ga=2 Fara_1 (6.19)

Fiir die mittlere Teilchenzahl im Zustand |v) erhélt man aus (6.16, 17) die Bose-Einstein-
Verteilung:

(o) = eBevta _ 1

= (6.20)

Im Hinblick auf (6.20) schreibt man (6.18, 19) wie folgt:

E=)Y &), N=> (u). (6.21)

v

Beispiel: Ideales Bose-Gas in einem wiirfelférmigen Kasten der Kantenlénge L, also V' =
L3. Keine innere Struktur der Teilchen (Masse m); kein #ufleres Potenzial — abgesehen

von den Kastenwanden:

=

/R P

\
\
]\
AvV

e Abbildung 6.1 e
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Die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung (6.2) in der Ortsdarstellung ist

9? 0? 0? 2m
<ax2 toptaat hzfv> {xyzlv) =0 (6.22)

mit der Losung (Verschwinden von (zy z|v) auf dem Rand)

9\ 3/2
(xyzlv) = <L> sin <7TVL”:> sin (W?y> sin (wzz),z) (6.23)
sowie
R’ 2 2
& =5 73 (vi + vy + v3), vi, v2, v3 > 0 ganz . (6.24)

Zu jedem &, = p? /2m gehoren — mit gleicher Wahrscheinlichkeit von je 1/8 — die acht
dem Betrage nach gleichen Impulse

B, = h%(j:yl, tuy, ) . (6.25)
Daraus folgt mit (6.17)
1 ! B_ =2
Q=3 Y (1 - e—zmpv—a) . (6.26)

V1,V2,V3=—00

" bedeutet: v; # 0 fiir i = 1,2,3. Wenn man ' wegliisst, macht man einen ver-
nachléssigbaren Fehler.

Ersetzung der Summe durch ein Integral iiber den Impulsraum:

o — <7TLh>3/d3p... (6.27)

v1,v2,V3

ergibt

Q= % / d®pln (1 — e_%f_a)

3/2 %
:477% (?) /dy P In(l — eV ") (6.28)
0

wobei y = /(3 /2mp substituiert wurde.
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Die Reihenentwicklung des Logarithmus:
n(l-2)=->-2 2 & _ v, —1<az<1,

fithrt fiir e~ < 1 auf die Fugazititsentwicklung (vgl. (3.190))

V /2m 3/2 e an 7 2 —ma?
— 4o (2 -ny
Q 47rh3<ﬁ) Z - /dyye

n=1 0
—_——
1 ~3/2
= VAT (3.14)
Vo (2am\Y? & —an . —
n=1
Daraus folgt fiir die mittlere Energie (6.18):
3V 1 (27m\? &
E =2 —an ,,—5/2 ]
2h327rm< 3 > ;e n (6.30)
und fiir die mittlere Teilchenzahl (6.19):
vV (2am\*? &
N = ( %m> S eenn 2, (6.31)

n=1

Zur Berechnung der Entropie-Grundfunktion S (E, V, N) geméaf (3.183 - 185) — siche
unten — hat man mit Hilfe von (6.30, 31) die Variablen a und 3 zu Gunsten von F und
N zu eliminieren. Das gelingt in geschlossener Form nur im klassischen Grenzfall, der
durch

e <1 (6.32)

gekennzeichnet ist. Unter der Voraussetzung (6.32) kann man sich nédmlich in den Rei-
henentwicklungen (6.30, 31) auf die Terme niedrigster Ordnung beschrinken.

Aus (6.31) folgt mit (4.60) zunéchst

3/2 3/2 3
e = Mg (D S / = (2 (6.33)
v 2mm V \2mmkT d

h
A= ——— 6.34
V2mmkT ( )

Dabel ist
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die sog. thermische Wellenlinge. Sie ist bis auf einen Faktor der GréBenordnung 1 gleich
der de Broglie-Wellenlinge Ao eines Teilchens der Energie 3k T / 2:

h h h 27
—_ = = = 7)\
D V2mE V3mkT 3

d - <x>1/3 ; (6.36)

das ist der mittlere Teilchenabstand im Gas.

Ao = (6.35)

Ferner wurde definiert:

Der klassische Grenzfall liegt also vor, wenn die de Broglie-Wellenlénge der Gasatome
klein gegen den mittleren Teilchenabstand ist, d. h. wenn das Plancksche Wirkungsquan-
tum klein gegen eine fiir das System typische Wirkung ist: h < pd. Das ist der Fall
bei hoher Temperatur, niedriger Dichte und grofler Masse der Teilchen. Dagegen sind
bei niedriger Temperatur, hoher Dichte und kleiner Teilchenmasse Quanteneffekte zu
erwarten. Das dufert sich formal darin, dass in (6.30, 31) auch Terme hoherer Ordnung
in e~ zu beriicksichtigen sind.

Einsetzen der Ndherung (6.33) in die niedrigste Ordnung von (6.30) ergibt sodann fiir
die Energie des idealen (Bose-) Gases in klassischer Naherung:

3N 3
EFE=—=-NkT. 6.37
55 2 (6.37)
Das ist die kalorische Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases. Der Einfluss
der Bose-Statistik — wie auch spéter der Fermi-Statistik — geht unter der Voraussetzung

(6.32) vollig verloren. Das Pauli-Prinzip spielt im klassischen Grenzfall keine Rolle mehr!
Falls jedoch (6.32) nicht erfiillt ist, treten in (6.37) Zusatzterme auf — entsprechend

Termen hoherer Ordnung in e~“.

Fiir die Entropie erhélt man nach (3.183) mit (6.29, 33, 37) im klassischen Grenzfall:

S=—k(Q—BE - aN)

vV (27m\/? —a 3N
3 Vo (27mm\>?
V (2zmkT\*?\ 5
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das ist die Formel von Sackur-Tetrode. Ersetzt man in (6.38) die Temperatur durch die
Energie, so erhélt man als Entropiefunktion des Systems:

m 3/2
S(E,V,N) = kN <ln <<43h2 ﬁ) ]‘\/[> + Z) . (6.39)

Diese Funktion ist homogen vom 1. Grade. S ist eine extensive ZustandsgroBe. (6.39)

stimmt mit (3.80) iiberein.
Thermische Zustandsgleichung. Fiir homogene Systeme gilt nach (4.69)

S = %(E—FpV—uN). (6.40)

Durch den Vergleich mit (6.38) folgt bei Beriicksichtigung von (4.60):

pV
— = -0. A1
o (6.41)
Mit (6.29, 34) folgt weiter:
pV _ |4 —« 1 —2a 1 —3a
Aus (6.31, 34) erhélt man:
vV o[ 1, 1
N:)\3<€a+23/26 O‘—F@e C¥+) . (643)
Bei Beschriinkung auf Terme der Ordnung (e~%)? lisst sich e=® aus (6.42, 43) wie folgt
eliminieren: v v . .
L _ 7 -« - 20 - —2a«
LT~ )\3 <e T 923/2 ¢ 925/2 ¢ >
" 2
N s N 3
=7 sz N \T
p» _ N[ 1 n? / N (6.44)
= kT V 25/2 \2mmkT V] '

Die Quanteneffekte wirken sich also beim idealen Bosonengas in erster Niherung wie
eine Attraktion zwischen den Gasatomen aus. Vgl. das van der Waals-Gas bei geringer

Teilchendichte: ~ N
P a
— == (1—-(—= —-0b) —=| . 4
kT Vv ( (kT ) V> (6.45)
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Bei verschwindender Teilchendichte N / V' gehen (6.44, 45) in die thermische Zustands-

gleichung
P N
- 4
kT V (6.46)

des klassischen idealen Gases iiber.

Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Im klassischen Grenzfall (6.32) folgt aus (6.20) fiir
die mittlere Teilchenzahl im Zustand |v):

(n,) = e Pev—o (6.47)
Mit (4.60, 6.33) erhilt man fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit p, des Zustandes |v):

(ny) h3 1 e
L = - S % 6.48
p N % (27ka71)3/26 (6.48)

Das bedeutet fiir das Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, in dem Gas ein Teilchen
mit einem der Impulse 7, geméf (6.25) anzutreffen, ist

Th\? 1 =2
=8 (— ) ———— P /2mkT 6.49
Py <L> QrmkT)32 ¢ (6.49)
Folglich ist — wegen (6.27) — die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Impuls im Bereich II
des Impulsraumes liegt, durch [ p(p) d? p gegeben mit
I

= 1 —p2/2mkT
p(P) = We B : (6.50)

Das ist die klassische Impulsverteilung (3.152).

Plancksches Strahlungsgesetz. Elektromagnetisches Strahlungsfeld in einem Hohl-
raum vom Volumen V = L3 als ideales Bosonengas. (Photonen haben den Spin 1.)
Im thermischen Gleichgewicht mit den Geféwinden (Temperatur T') ist die mittlere
Energie des Photonengases durch (6.18) gegeben, d.h. mit (4.60):

E=Y . (6.51)

> e mT — 1
Die Photonenenergien ¢, sind durch die in dem Hohlraum moéglichen Strahlungsfrequen-

zen w, gegeben:
g, = huwy, . (6.52)
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Bei periodischen Randbedingungen fiir die elektromagnetischen Wellen in dem wiirfel-
férmigem Hohlraum sind deren Wellenvektoren durch

L2
k, = L” (v1, va, v3) (6.53)

mit —oco < vy, Vg, V3 < 400, ganze Zahlen, gegeben. Folglich ist

- 2me
wy = clky| = T\/l/%—i-l/%-i-vg. (6.54)

Fiir Photonen ist weiterhin fiir das chemische Potenzial
zu setzen. Begriindung (siche Ubungen):

OF (T, V, N)
ON

N ist keine unabhéngige Variable des Systems: stellt sich nach Vorgabe von T, V' im

Gleichgewicht ein; a = 0 zu setzen. Man arbeitet so — obwohl die physikalische Situation

1
F:F(T,VaN):—gaT4V unabhéngig von N = pu = =0.

einer groflkanonischen Gesamtheit entspricht — mit den Formeln fiir ein kanonisches
Ensemble.

Aus den vorstehenden Gleichungen folgt

E= Zeey/kT_
14

hw,
- Z hew [KT _ 1 (6.56)
+00 -1
2mhe 2whe
= 2 Z 7 ”V%—‘_Vg—i_y‘%(eXp(kTL”V%—i_V%—FV%)_1) .
v1,V2,V3 = —00

Der zusétzliche Faktor 2 beriicksichtigt die Tatsache, dass es zu jedem E—Vektor, d.h. zu
jedem v;-Tripel, zwei linear unabhéngige Polarisationsrichtungen fiir das Photon gibt.

Analog zu (6.27) wird die Summe in (6.56) durch ein Integral iiber w ersetzt:

Z ...—/d3y

vi,V2,V3
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(6.54): _ (2’;(:)3/61%...

V o
=——4 d 2. .
CETE 77/ ww (6.57)
0
Man erhélt also
E = /dwu(w; T,V) (6.58)
0

mit der Spektralfunktion (Energie / Frequenz)

rvV w3

uw; T, V) = 723 ehw/kT _ 1 °

(6.59)

U A

T<T.

O w

e Abbildung 6.2 e

Das ist das Plancksche Gesetz. Das Maximum der Verteilung ist mit wachsender Tem-
peratur zu hoheren Frequenzen, d.h. zu hoheren Photonenenergien hin verschoben. Die
Flache unter der Verteilung, d. h. die gesamte elektromagnetische Feldenergie im Hohl-

raum, nimmt mit wachsender Temperatur zu.
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Das Integral (6.58) lasst sich exakt auswerten. Mit

(oo} oo
/ »dx _/ e Trd3dx
et —1 1 —e*

0

o0
e * g e "3 dr

I
Mg 0\8 o

n=0
oo
7.(.4
= /6_”xx3dx = — (6.60)
15
n=1 0
|
3!
n4
erhélt man die kalorische Zustandsgleichung:
2 k4
E= " _vr*, (6.61)

15h3 ¢3
diese ist unabhéngig von der Photonenzahl N.

Fiir die Intensitdt (Energie / (Zeit x Fliche x Raumwinkel)) der von dem Hohlraum-
strahler emittierten Energie gilt wegen der Isotropie der Strahlung:

E

I= i o =oT (6.62)
mit A
Tk

iy (6.63)

Das ist das Stefan-Boltzmannsche Strahlungsgesetz.

Spezifische Wirme fester Korper. Gitterschwingungen in einem Kristall als Bewe-
gung von Phononen (Schallquanten). Behandlung des Systems als ideales Bosonengas.
(Phononen haben den Spin 0.) Phononenenergien

ey = hw, . (6.64)

Dabei sind w, die Frequenzen der Schwingungen bzw. der daraus resultierenden Schall-
wellen, die in dem betrachteten Kristall vom Volumen V' moglich sind. Vgl. (6.52).

Weitgehende formale Ubereinstimmung mit dem Photonengas, jedoch folgende Unter-
schiede:
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1. Elektromagnetische Wellen sind transversale Wellen, und folglich gibt es nur zwes:
linear unabhéngige Polarisationszustéinde. Dagegen gibt es sowohl transversale, als
auch longitudinale Schallwellen und folglich dre: linear unabhéngige Schwingungs-

zusténde pro k-Vektor.
2. Die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist durch die Schallgeschwindigkeit v zu ersetzen.

3. Im elektromagnetischen Fall sind Frequenzen im Bereich 0 < w < oo moglich. Bei
den Schallwellen gibt es jedoch wegen der endlich vielen Freiheitsgrade des Systems
(f = 3N bei N Atomen) eine maximale Frequenz w’, also ist 0 < w < w’.

Zur Vereinfachung machen wir die Annahme
w(k) = vk (6.65)

mit einer von k unabhéngigen Schallgeschwindigkeit v, die auch fiir alle drei Schwin-
gungsmoden (2 x transversal, 1 x longitudinal) gleich sei. In Wirklichkeit ist die quan-
titative Analyse komplizierter: Im Allgemeinen ist ein kompliziertes System von akusti-
schen und optischen Dispersionsrelationen w® (E ) zu beriicksichtigen mit unterschied-
lichen Schallgeschwindigkeiten 7 = 9w / dk.

Bei periodischen Randbedingungen sind die k-Vektoren wiederum durch (6.53) gegeben.
Zu jedem k gibt es drei Schwingungsmoden. Die Gesamtzahl der Schwingungsmoden ist
also gleich dreimal der Gesamtzahl der E—Vektoren, die im Integral 0 < w < W' moglich
sind. Mit (6.57) ist diese Anzahl durch

!

14 2
0

gegeben. Andererseits ist die Anzahl linear unabhéngiger Schwingungsmoden gleich der
Anzahl 3 N der Freiheitsgrade des Kristalls. Also hat man

47V 3
=3N
(27‘(’0)3w

: N\®
_ 2
w =0 (677 V> . (6.67)

Achtung: N ist hier nicht die (mittlere) Phononenzahl, sondern die Anzahl der Atome,

=

aus denen der Festkorper besteht.
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Berticksichtigt man die Punkte 1., 2., 3., so erhilt man statt (6.58, 59) fiir die (mittlere)
Energie des Kristalls im thermischen Gleichgewicht mit einer Umgebung der Temperatur
T:

!
w

B 3RV w3
= 52,3 WoRw/ET _ 1"
0

(6.68)

Die Auswertung dieses Integrals ist im Unterschied zu (6.58, 59) in geschlossener Form
nicht moéglich. Daher Diskussion der Grenzfélle niedriger und hoher Temperatur.

Debye-Temperatur:
0 =rhw /k (6.69)
e/T

3RV [(ET\* ‘ 3dx
N E ="' (h> / . (6.70)
0

2728 et — 1

T < ©O. In diesem Fall kann die obere Integrationsgrenze in (6.70) durch oo ersetzt
werden. Das Integral hat dann nach (6.60) den konstanten Wert 74 / 15. Man erhiilt
2 k4

_ 4
B =g VT, (6.71)

vgl. (6.61). Von besonderem Interesse ist die Wéarmekapazitit bei konstantem Volumen:

OE (T, V)
Cy = ———
2
27k VT3
. - 3,3
(6.71): ) Ir)fﬁ4UNk TV’ o)
(6.67, 69): 5 Sy '
Das ist das fiir niedrige Temperaturen giiltige Debyesche T3-Gesetz.
T > ©O. In diesem Fall kann der Integrand in (6.70) wegen =z < 1 durch
3
z o 2
e (6.73)
ersetzt werden. Dann erhélt man (vgl. (3.172))
3k 1 (6)\°
= ———VT'- (=) =3NkT 6.74
272 B3 3 3 (T) ’ (6.74)
folglich
Cy =3Nk. (6.75)

Das ist das fiir hohe Temperaturen giiltige Dulong-Petitsche Gesetz.
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>
-

e Abbildung 6.3 e

Bei mittleren Temperaturen, wo weder (6.72), noch (6.75) gelten, ist das Integral in
(6.70) numerisch auszuwerten.

B. Fermionensysteme

Fiir Fermionen folgt mit n, = 0, 1 aus (6.15, 12):

7 = H(1 + e Bev )
Q=D In(l+ el ). (6.76)

= v
Daraus ldsst sich mit (6.16) die mittlere Teilchenzahl im Zustand |v) berechnen. Man

erhilt die Fermi-Dirac-Verteilung:

1

(w) = Fora—7 1 (6.77)

Auch die Fermi-Dirac-Verteilung geht — wie die Bose-Einstein-Verteilung — im klassi-
schen Grenzfall (6.32) in die Maxwell-Boltzmann-Verteilung (6.47) tiber. Im klassischen
Grenzfall verschwindet also der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen.

Beispiel: Fiir die weitere Diskussion betrachten wir ein ideales Fermi-Gas in einem ku-
bischen Behélter vom Volumen V. Die Einteilchenenergien ¢, sind durch (6.24) gegeben.
Die Berechnung von © gemif} (6.76) ergibt in Analogie zum Bosonenfall (6.28):

1%
Q=-2 / Ppln (1 + e*%pzw) . (6.78)
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Faktor 2: Fiir Fermionen mit dem Spin 1/2 (z. B. Elektronen) gibt es zu jedem Energie-
niveau zwei energetisch nicht unterschiedene Spinstellungen.

Bei Einfiihrung der thermischen Wellenléinge A gemif (6.34) und der Jonguiéreschen
Funktion

gs(2) =Y = (6.79)
n=1

kann man (6.78) vereinfacht darstellen:

00 o

_iz l _A\n 2 —ny?
ﬂ—ﬁA3;n< 9 O/dyye v
V (o)
ZQF Z(—C)"n_5/2
n=1
Vv
=25 952 (=0 (6.80)

wo ¢ = e~ ® die bereits in (3.191) eingefiihrte Fugazitit ist.
Aus (6.80) folgt fiir die mittlere Teilchenzahl:

_ 00 _ L,V

N =5 =273 (6.81)

wegen g, (x) = gs_1(2) / z. Fiir die mittlere Energie erhiilt man aus (6.80):

o9 3V
E = % = —W%/Z(—O (6-82)

wegen ' () = A(8) /25.

Die Entropie des Systems ergibt sich mit Hilfe der vorstehenden Formeln zu

S=—-k(Q - BE — aN)
v
=—k ¥ (3) (5952 (=C () + 2ag3/s (—C())) (6.83)
In (6.83) hat man S (3, «, V') vorliegen. Um die Entropiefunktion S (E, V' N) zu bekom-
men, muss man [ und « mit Hilfe von (6.82, 81) zu Gunsten von F und N eliminieren.
Das gelingt in geschlossener Form, wie bei den Bosonen, auch bei den Fermionen nur im
klassischen Grenzfall ¢ — 0.
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Beriicksichtigt man die Quanteneffekte in niedrigster Ordnung, so erhélt man z. B. fiir
die thermische Zustandsgleichung in Analogie zu (6.44):

3/2
»p N 1 h2 N
Lo = 84
kT~ V ( * 9 <27r'ka % (6:84)

Fermionen verhalten sich also in erster Ordnung repulsiv zueinander — und zwar un-

abhingig von der evtl. Existenz einer derartigen Wechselwirkung, vielmehr allein auf
Grund der Quantenstatistik.

Im Folgenden soll der dem klassischen Grenzfall entgegengesetzte Limes maximaler
Entartung:

(=e¢* — a=—[Fu Bu - 0

i , (6.85)

diskutiert werden; also niedrige Temperatur und hoher Wert des chemischen Potenzials,
d. h. hohe Dichte, niedrige Teilchenmasse (siehe unten: (6.101)). Dazu ist eine Entwick-
lung nach Potenzen von ¢ wie in (6.81, 82) ungeeignet. Stattdessen sollen E und N nach
Potenzen von kT / v entwickelt werden. Dazu kehren wir zum Integral(6.78) zurtick:

Differentiation nach § ergibt fiir die Energie

EF=2— d3p —
3
i P
:2;;47r/dpp2 52 : (6.86)
Mit der Substitution 12
2
P m
= = dp = | — d .
y=5- = dp <2y> Y (6.87)
folgt
3/2 i y3/2
E =415 (2m) /dyeﬁ(y—u) 1 (6.88)
0
=17
Die weitere Substitution:
1
z=p3y—p = dy:ﬁdzm (6.89)
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ergibt
3/2
L F L ()
I =— / dz
I} er + 1
—Bp
B ( )3/2
1 _z
= - /dz i
B e ?+1
0
Mit
1 J—
e~ +1

folgt weiter:
. B p 3/2
1 Lz /d

-5 [=(-3)
0

Substituiert man im ersten Integral
z
w=pu— =

g

so erhélt man im Grenzfall Sy — oo:

I = 3/2

(Iu n %)3/2 B (Iu B %)3/2

© 100
dww +/dz
fowarn

0

e# + 1

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

Das erste Integral hat den Wert %u5/ 2. Unter Benutzung der Binominalreihen fiir die

3/2-Potenzen erhilt man fiir das zweite Integral:

H3/2 d> . 3/2 . 3/2
; Oa+1(@*1m> -(-5)
3/2 dz & /2 z\" 2
P[RS ()G -G
_ﬁ > 3/2 L [ dzo"
_ﬁn_()(n)(l “”(ﬁu)”o/ezﬂ
2 3 = 3/2 1 T dzz?r1
ke Zl<2n—1>(ﬁu)2n—1/ e + 1
n= 0

15

5

(6.95)
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Die Integrale in dieser Reihe ergeben den Wert

72" Boy, | (6.96)

00
dzanfl 22n71 -1
/ s +1 2n

0

wo B, die Bernoullischen Zahlen sind. Somit erh&lt man insgesamt:

2 - 3/2 22n 1 1\*"
I=242(1+5 s By, [ — 6.97
5/ ( + nzl 2 — 1 on | T2\ Bp (6.97)

Das ist die gesuchte Reihenentwicklung nach Potenzen von 1/ 3 p.

Bei Beschrénkung auf den Term n = 1 folgt mit By = 1/6 aus (6.88, 97) fiir die Energie
des Systems:

v 322 52 5
E:47rﬁ(2m)/ 5u/ 1+W : (6.98)
Allgemein gilt fiir ideale Fermi-Gase die Beziehung
2 0
N=-—F 6.99

die unmittelbar aus (6.81, 82) folgt. Anwendung von (6.99) auf die Ndherung (6.98)
liefert fiir die Teilchenzahl den niherungsweisen Ausdruck:

1% 2 2
N =d4rn—@m)¥2 232 (1 + — ) . 1
™o (2m)*? S t 5 (6.100)

Iterationsverfahren zur Auflésung dieser Gleichung nach p. In 0. Ordnung ist

N = 47r£(2m)3/22u3/2

h3 3
n? (3 N\Y®
N Mo = I m <87T V) ; (6.101)

in 1. Ordnung hat man
%4 2 30 2
N =471 —(2m)*?Z <1+
h3 3 832 ud

2 -2/3 2
= 1 —_— = 1l - —— 6.102
N 251 o ( + 8[3%%) o < 12&2%) ( )
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bei Beschréinkung auf Korrekturterme niedrigster Ordnung in der (1 + 72 /8 52 u2)~2/3-
Entwicklung. In n. Ordnung ersetze man in (6.102) pq durch p, und po durch g, — 1.

Im Folgenden wird mit dem 1. Iterationsschritt u = pu; gearbeitet. Substitution von
(6.102) in (6.98, 100) ergibt

1 572
E 3 + 832 12

=pu
A T

_§ | _ 2 14 572 | _ 2
—5 1237 12 857 13 857 13

3 5m?
_ 2 1 6.103
5“<'*mm%> (0109
— sofern nur jeweils die Korrekturterme niedrigster Ordnung ((f o) ~2-Terme) mitge-

nommen werden.

Mit 8 = 1/ kT folgt aus (6.103) die kalorische Zustandsgleichung des idealen Fermi-
Gases im Grenzfall maximaler Entartung:

P (2 (VN)+iT2 N (6.104)
BRI 410 (V, N) ’ |

wo o (V, N) durch (6.101) gegeben ist. Daraus berechnet man die Warmekapazitit des
Systems bei festem Volumen zu

OE(T,V,N) x? T
= ———" ‘= —Nk— 1
Cv oT 2 o (6.105)
mit der Fermi-Temperatur
/ N
0 = ”0(‘2) . (6.106)

157



Ideale Gase P. Eckelt

CuA

S S ———
SVk/2.|— — —;

él
e Abbildung 6.4 e

NV

Im klassischen Grenzfall dagegen gilt die kalorische Zustandsgleichung £ = %N kT,
folglich die Warmekapazitiat Cy = %N k.

Beachte das unterschiedliche Tieftemperaturverhalten von Bosonensystemen (Cy ~ T9)
und Fermionensystemen (Cy ~ T')! Die Ursache liegt in der unterschiedlichen Statistik.
Fiir Fermionen gilt nach (6.77):

lim (ny) lim 1

T —0 - T =0 eauk—Tuo+1

1 fiir e, < po
0 fir e, > po,

(6.107)

d. h. im Limes T' — 0 sind die Energieniveaus bis zur Fermi-Energie pg mit je ei-
nem Teilchen (je zwei Teilchen, falls Spin 1/2 und energetische Entartung der beiden
moglichen Spinstellungen) besetzt, die dariiberliegenden Energieniveaus sind unbesetzt:
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e Abbildung 6.5 e

Bei Bosonen dagegen gibt es keine derartige Grenzenergie; alle Teilchen des Systems
kénnen in beliebig niedrige Energieniveaus > ¢; iibergehen (Bose-Einstein-Konden-

sation).

Beispiel fiir ein ideales Fermi-Gas: Leitungselektronen im Metall. Die Wirmeka-
pazitédt Cyy von Metallen setzt sich bei Vernachlédssigung der Kopplung von Elektronen-
und Gitterbewegung bei tiefen Temperaturen additiv aus den Beitrégen (6.105) fir die
Elektronen und (6.72) fiir die Phononen zusammen.
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7 Reale Gase

Das Modell des idealen Gases stellt den idealisierten Grenzfall eines realistischeren Mo-
dells dar, in dem die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen des Systems nicht ver-
nachléssigt wird: Modell des realen Gases.

Einfachheitshalber (oder: zur Abwechslung) legen wir der folgenden Diskussion die
klassisch-mechanische Dynamik zu Grunde. Die Hamilton-Funktion eines Systems aus
N Atomen der Masse m ohne innere Freiheitsgrade im Volumen V' ist

N 9 N
5 o p; - -
HER) =3 2o S o(F - ) + Ha . (7.)
i—1 i<j=

¢ (r) ist die potenzielle Energie der Wechselwirkung zweier Atome im Abstand 7:

@ A

Wi
— m—

e Abbildung 7.1 e

Repulsion bei kleinen Abstdnden (r < 279, 7o = Atomradius), Attraktion bei groflen
Absténden: vgl. Abb. 5.6. H, ist die potenzielle Energie der Wechselwirkung mit der
Gefdfiwand; sie kann durch Beschriankung der Ortskoordinaten Z; auf das Volumen V'

ersetzt werden.
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Ein besonders wichtiges Problem ist die Herleitung der thermischen Zustandsgleichung.
Fir ¢ = 0, d. h. im Falle des idealen Gases, hat man

N
= kT —;
p vV

fiir ¢ # 0 dagegen, d. h. im Falle eines realen Gases, ist auf der rechten Seite eine

(7.2)

kompliziertere Funktion von 7" und N /V zu erwarten:

p=f(T,N/V). (7.3)

Sowohl fiir die theoretische Berechnung, als auch fiir die experimentelle Analyse ist eine
Entwicklung von f nach Potenzen von N /V zweckmiBig. Virialentwicklung:

porry (emm (P rmo () +n) . o

Bei verschwindender Dichte erhédlt man die thermische Zustandsgleichung (7.1) des idea-
len Gases zuriick. Es stellt sich das Problem, die Virialkoeffizienten By (T'), B2 (T), ...
zu berechnen bzw. zu messen.

Virialsatz. Newtonsche Bewegungsgleichungen der N Atome:
mi; =F, i=12 ..N,

mit

Ji=1(#19)
q o , (7.5)
Fi; = ~az, o (|7 — 75|) = —Fji
~ 0 .
F,o = ——H,, i, =1,2,...N.
’ 61‘1

F;- ist die Kraft auf das 7. Atom; F’l j ist die Kraft des j. Atoms auf das 7. Atom; F;-’a ist
die Kraft, welche die Wand auf das i. Atom ausiibt.

Multiplikation der Newtonschen Gleichungen mit #; und Summation iiber alle Teilchen

Somds o= S mE - Y mi? = Y w (7.6)

ergibt
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Betrachte den zeitlichen Mittelwert iiber die vorstehende Gleichung:

T
N

T
i 1 5 . R ‘ 1 o
SRS O SPE RS SRR ) PIELNE S o R
s i i i
Wenn makroskopisch Gleichgewicht herrscht, fithrt die Grofle Y. Z; - p; nur kleine

(2
Schwankungen um einen Mittelwert aus; sie ist also jedenfalls beschrankt. Daher ver-
schwindet die rechte Seite von (7.7), und man hat

2F, + W =0. (7.8)
Dabel ist 3
m .
Erin = — 72 ==NEkT .
& E 5 Ti 5 k (7.9)

)

die mittlere kinetische Energie (Gleichverteilungssatz), und
W= - F (7.10)
i

wird als Virial des Systems bezeichnet.

Wegen (7.5) zerfillt W in einen von den inneren Kréften F; und einen von den durch
die Gefafiwand ausgeiibten Kriften F’i,a herrithrenden Anteil:

w=wo 4w (7.11)

mit

WO =S 5 R,
1,7 (i #£7)

i, (i#J)

Fji = —Fj: = & F

i<j

= —Z xij gb/ (l‘”) s (712)

i<j
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wo zur Abkiirzung ¥;; = #; — Z; gesetzt wurde; ferner

W =% % F.

= — f Z-pdS; (7.13)

S5(V)

denn die Krifte F_)’@a wirken nur auf die Atome, welche sich an der Oberfliche S (V)
befinden, und ihre Summe am Flichenelement ds betrégt —pdg , wo p der Druck im
Gas ist. Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes erhélt man aus (7.13):

w® = —p/divde = —3pV (7.14)
\%4
wegen div ¥ = 3.

Zusammenfassung der obigen Gleichungen fiihrt auf

1 /
pV:Nk‘T— §Zx@]¢ (l‘”) (7.15)
1<)J
Wirken keine Krifte zwischen den Atomen (¢ = 0 = ¢ = 0), so erhilt man die

Zutandsgleichung (7.2) des idealen Gases. Bei vorhandener Wechselwirkung zwischen
den Atomen ermoglicht eine Auswertung des Virials W) im Prinzip die Berechnung
der realen Zustandsgleichung (7.3, 4). Siehe Stumpf & Rieckers (1976), Kap. 3.5.

Samtliche thermodynamischen Eigenschaften des realen Gases ergeben sich aus der
Zustandssumme Z. Thermischer Kontakt mit der Umgebung der Temperatur 7', Ver-
nachléssigung von Teilchenfluktuationen (N fest), festes Volumen V' = kanonisches En-
semble = kanonische Zustandssumme; bei klassischer Behandlung kanonisches Zustands-
integral:

1 .
7= / e PHED) @3N o 3Ny (7.16)

mit der Hamilton-Funktion (7.1). Vgl. (3.159). Der Faktor 1/ N! tragt der Nichtunter-
scheidbarkeit der Teilchen Rechnung. Mit

400

-3 2/2m 27Tm 1/2
e 7P dp = 3 (7.17)

—00
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folgt

27rm\*N/? 1 B
Z = < 3 ) M/He—wm—%')d”x. (7.18)

1<j

Berticksichtigung des Terms H, durch Beschriankung der Z-Integration auf das Volumen
V.

Zur angendherten Auswertung des 3 N-dimensionalen Konfigurationsraumintegrales
(7.18) ist es vorteilhaft, die Funktion

fig = f(17 = 3l) = eP00R=E0 -1 (7.19)

einzufiithren:

{4

_4.

e Abbildung 7.2 e

Substitution in (7.18) liefert

m\3N/2
7 = <2ﬁ > ]\17!/1_[(1 + fijd* N (7.20)

i<j

Entwicklung des Produkts in (7.20) ergibt eine Potenzreihe in den f;;. GroBenord-
nungsméfig liefert ein Integral iiber f;; den Beitrag des Molekiilvolumens. Da dieses
sehr klein gegen das Gesamtvolumen des Gases ist, braucht man ndherungsweise nur
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die linearen Glieder der Entwicklung zu beriicksichtigen und kann alle hheren Potenzen

vernachléssigen:

7 <2;m>3N/2 ]\1” /<1 N Z f”> BN

1< ]

27m\>N? 1
:( ) (VN+ N(N - 1)VN¥-2x

//f |71 — 2[)d x1d3x2> (7.21)

Mit ¥ = & — @2, |Z| = r und bei Vernachlissigung von Randeffekten sowie N —1 ~ N
erhdlt man
2mr\*N/2 YN 1 N2
Z:< 3 > NT 1+ 2V2/f YarnridrV | . (7.22)

Die weitere Naherung

o —1 . 0<r<22r
fr) = { —B¢(r) fitr 2rg < 1r < 00 (7.23)

fithrt schliellich auf den Ausdruck

3N/2 N
7z = (27;7”) ‘]/V' <1 + c]‘\;> : (7.24)

wobei
¢c=(af —b)N (7.25)
gesetzt wurde. Die Konstanten a, b haben dieselbe Bedeutung wie in (5.55, 56):

a=-27 / o (r)yr2dr (7.26)

b=1677r5/3. (7.27)

a ist ein Ma$ fiir die interatomare Attraktion, b fiir die interatomare Repulsion (Eigen-

volumen).
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Unter Verwendung der Stirlingschen Formel N! ~ (N /e)"™ erhiilt man

—-Q=InZ

3 2mm v N
_2N1n<B>+NIHN+N+IH<1+CV>' (7.28)

Daraus folgt fiir die Entropie:
S=-k(Q - GF)

3 2mm % N
—k(2N1n<ﬁ>+NlnN+N+ln<1+CV>+ﬁE>. (7.29)

Zur Elimination von  kann man im Prinzip den Ausdruck

_ 99 _ 3N aN?
9B 2B V4 (af — b)N2

(7.30)

fiir die Energie benutzen. Das ist die kalorische Zustandsgleichung fiir das reale Gas:

3 aN?
E=°NkT — . 31
2 V+ (@/kT — b)N? (7:31)

Fir ¢ = 0 = a = 0 folgt £ = %N kT, d. i. die kalorische Zustandsgleichung des
(monoatomaren) idealen Gases.

Da die Relation (7.30) jedoch nur umsténdlich nach g aufgelost werden kann, ist es
zweckméBig, in S an Stelle der Variablen E, V, N die Variablen 5, V, N = T, V, N zu
benutzen. Mit (7.30) kann E direkt aus (7.29) eliminiert werden:

S =S(T, V, N)

= So (T, V, N) +k <1n<1 + (“/kT—b)N2>  (a/kT)N?

% V+(a/k:Tb)N2>’ (7:32)

wobei Sy (T, V, N) die Entropie des klassischen (monoatomaren) idealen Gases ist:

So = kN (ln(27rka)3/2 + In % + 2) . (7.33)

Anmerkung: Dieser rein klassische Ausdruck ist zu unterscheiden vom klassischen Grenz-
fall des idealen Quantengases; zur Sackur-Tetrode-Formel (6.38) gelangt man durch die
Ersetzung Z — Z / h3V.
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Die thermische Zustandsgleichung des realen Gases gewinnt man am leichtesten aus
der freien Energie:

F=FE-TS
E
(7.29): =E+ kT (Q - k:T)
—kTQ . (7.34)
Wegen p = =0 F (T, V, N)/ 0V folgt
oQ (T, V, N)
= kT ——= 7.35
p 57 (7.35)
Zusammen mit (7.28) fiihrt (7.35) auf
NkT c/V
S S .
P="vy ( 1+cN/V) (7.36)
Im Grenzfall geringer Dichte mit N /V < 1/ ¢ gilt ndherungsweise
NET c
p AT (1)
N¥T e’ a\ N
= — |1 b— — ) = . 7.37
(7.25): |4 + kT) V) (7.37)

Diese Darstellung der thermischen Zustandsgleichung entspricht einer Virialentwicklung
1. Ordnung; vgl. (7.4). Der erste Virialkoeffizient ist
a

Bi(T)=b— — . 7.38

VT) = b (7.39)

Gegeniiber dem idealen Gas wirkt die Beriicksichtigung des Eigenvolumens der Atome

(Konstante b) druckerhchend, wihrend die Beriicksichtigung der attraktiven Wechsel-

wirkung der Atome (Konstante a) druckmindernd wirkt — bei festem 7" und N / V.

Die empirisch gefundene van der Waalsche Zustandsgleichung (5.54) hat eine Virialent-
wicklung, deren 1. Ordnung mit (7.37) iibereinstimmt:

NkT 1 N2
P=—v 1,8  *\y

Vo1 %
NEkT N N2 a N
= |14+b=+0 (= - — ——
% <+ v (v) + kTV)
NEkT a\ N N2
S S R 2 o .
v < +<b kT) oo+ <v> n > (7.39)

vgl. (6.45).
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