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ΔΙΔΑΣΚΩΝ: 
Ανδρέας Μπελογιάννης 

Email: abelogia@hotmail.com 

abelogia@sch.gr  

Σύνδεσμος Μαθήματος: ελεύθερη πρόσβαση 

https://free.openeclass.org/courses/SC533/  

Φάκελος «Έγγραφα» 

Όταν τα αρχεία ζητούν κωδικό, θα δίνετε το εξής:  EPAL4 
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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

Στο παραπάνω σχήμα φαίνεται απόσπασμα της γραφικής παράστασης μια συνάρτησης 

αποθέματος 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

Η μεταβλητή 𝑥 εκφράζει τον χρόνο ( σε 24ωρα ) και η μεταβλητή 𝑦 εκφράζει το απόθεμα σε 

μονάδες μάζας. 

Η ερμηνεία της γραφικής παράστασης είναι η εξής: 

Το μέγιστο απόθεμα στην αποθήκη είναι 6 μονάδες μάζας. 

Το απόθεμα λόγω της ζήτησης μειώνεται γραμμικά.  

Παρατηρούμε μια περιοδικότητα με περίοδο 𝛵 = 3. 

Δηλαδή λίγο πριν αδειάσει η αποθήκη την χρονική στιγμή 𝑥 = 3, ανεφοδιάζεται και γεμίζει. 

Η μείωση επαναλαμβάνεται μετά με τον ίδιο τρόπο, αδιάκοπα. 

 Ποιο είναι το πεδίο ορισμού  ;  

Απάντηση 

Είναι το 𝛢 = [0, +∞) 

 Όσο ο χρόνος 𝑥 πλησιάζει την στιγμή 3 , σε ποια τιμή πλησιάζει το απόθεμα 𝑦 = 𝑓(𝑥); 
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Απάντηση 

Από την γραφική παράσταση παρατηρώ ότι το απόθεμα πλησιάζει ολοένα την τιμή 0 όσο ο 

χρόνος πλησιάζει την στιγμή 3. 

Αυτό είναι το ρεαλιστικό επειδή μιλάμε για χρόνο. Αλλά για να συμπεριληφθούν όλες οι 

περιπτώσεις μεταβλητών  δεχόμαστε ότι μπορούμε να προσεγγίσουμε την στιγμή 3 και από 

μικρότερες τιμές αλλά και από μεγαλύτερες. 

Στην πρώτη περίπτωση θα έγραφα 

Όταν 𝑥 → 3 με 𝑥 < 3,  τότε 𝑓(𝑥) → 0 

Αυτό γράφεται και ως εξής: 

lim௫→ଷ 𝑓(𝑥) = 0, όταν 𝑥 < 3 

Στην δεύτερη περίπτωση θα έγραφα 

Όταν 𝑥 → 3 με 𝑥 > 3, τότε 𝑓(𝑥) → 6 

Αυτό γράφεται και ως εξής: 

lim௫→ଷ 𝑓(𝑥) = 6, όταν 𝑥 > 3 

Αυτοί οι δύο αριθμοί 0 και 6 ονομάζονται πλευρικά όρια της συνάρτησης στο 𝑥௢ = 3 

Εδώ όπου τα πλευρικά όρια είναι άνισα, λέμε ότι η συνάρτηση δεν έχει όριο στο 𝑥௢ = 3 

 Υπάρχουν χρονικές στιγμές στις οποίες το απόθεμα γίνεται μηδενικό; 

Απάντηση 

Από την γραφική παράσταση παρατηρώ ότι το απόθεμα δεν γίνεται ποτέ ίσο με το 0. 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ!!! 

Άλλο πράγμα είναι η τιμή στο 𝒙𝟎 και άλλο πράγμα είναι  το όριο της συνάρτησης στο 𝒙𝒐 

Μπορεί να είναι ίσα όπως στο 3 από δεξιά 

Μπορεί και να είναι άνισα, όπως στο 3 από αριστερά. 
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Απάντηση 
α) Το πεδίο ορισμού είναι 𝛢 = [−5,6] 
 
β) 𝑓 ↓ [−5,2] και 𝑓 ↑ [2,6] 
𝑓୫୧୬ = −4 = 𝑓(2) και 𝑓୫௔௫ = 4 = 𝑓(−5) 
 
γ) lim௫→ିଶ 𝑓(𝑥) = 2  και  lim௫→ହ 𝑓(𝑥) = 0   
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Απάντηση 
α) Το πεδίο ορισμού είναι 𝛢 = [−5, 4) ∪ (4,6] 
β) 𝑓 ↑ [−5,0] , 𝑓 ↓ [0,4) και 𝑓 ↓ (4,6] 
 
𝑓୫ୟ୶ = 4 = 𝑓(0)  
𝑓୫୧୬ = −4 = 𝑓(6) 
 
γ) lim௫→ିଷ 𝑓(𝑥) = 0 (συμπίπτει στην περίπτωση αυτή και με την τιμή 𝑓(−3) και τότε λέμε 
ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο 𝑥௢ = −3 ) 
 
lim௫→ସ 𝑓(𝑥) = −1 ( εδώ ενώ το όριο υπάρχει, η συνάρτηση δεν έχει τιμή στο 𝑥௢ = 4 , δεν θα 
πούμε ότι δεν είναι συνεχής στο 4 γιατί αυτό δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού) 
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΜΕ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΟΡΙΑ 

1. Δίνεται η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) =
𝑥|𝑥 − 1| − |𝑥 − 1|

𝑥ଶ − 2𝑥 + 1
 

i. Να προσδιορίσετε το πεδίο ορισμού της 𝑓 

ii. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓 και να εξετάσετε το lim௫→ଵ 𝑓(𝑥) 

iii. Ορίζουμε την συνάρτηση 

𝑔(𝑥) = ൝
𝑓(𝑥) , 𝑥 ≠ 1

𝑎, 𝑥 = 1

  

Όπου το 𝑎 είναι ένα πραγματικός αριθμός. Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του 𝑎 για την οποία η 𝑔 είναι 

συνεχής στο 𝑥௢ = 1. 

Απάντηση 

i.  𝑓(𝑥) ∈ ℝ ⇔ 𝜊 𝜋𝛼𝜌𝜊𝜈𝜊𝜇𝛼𝜎𝜏ή𝜍 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝛿𝜄ά𝜑𝜊𝜌𝜊𝜍 𝜏𝜊𝜐 𝜇𝜂𝛿𝜀𝜈ό𝜍 

Παρονομαστής: 𝑥ଶ − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)ଶ 

(𝑥 − 1)ଶ = 0 ⇔ 𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑥 = 1 

Άρα  πεδίο ορισμού της 𝑓 είναι το 𝛢 = (−∞, 1) ∪ (1, +∞) 

ii. Οπωσδήποτε θα κάνω παραγοντοποίηση και απλοποίηση για να μπορέσω να κάνω την γραφική 

παράσταση. 

Για 𝑥 ≠ 1 έχω: 

𝑓(𝑥) =
|𝑥 − 1|(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)ଶ
=

|𝑥 − 1|

𝑥 − 1
 

 Εάν 𝑥 < 1 τότε 𝑥 − 1 < 0 δηλαδή |𝑥 − 1| = −(𝑥 − 1) 

και επομένως  

𝑓(𝑥) = −
𝑥 − 1

𝑥 − 1
= −1 

 Εάν 𝑥 > 1 τότε 𝑥 − 1 > 0 δηλαδή |𝑥 − 1| = 𝑥 − 1 
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και επομένως  

𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 − 1
= 1 

Δηλαδή  

𝑓(𝑥) = ൝
1, 𝛼𝜈 𝑥 > 1

−1, 𝛼𝜈 𝑥 < 1

  

 

Από την γραφική παράσταση έχω: 

 Όταν 𝑥 < 1 το lim௫→ଵ 𝑓(𝑥) = −1 

 Όταν 𝑥 > 1 το lim௫→ଵ 𝑓(𝑥) = 1 

Άρα δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης 𝑓 

 

iii. Από το προηγούμενο ερώτημα δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης 𝑔 στο 1. Αφού δεν υπάρχει το 

όριο της 𝑔 στο 1, δεν υπάρχει τιμή του 𝛼 για την οποία η 𝑔 είναι συνεχής στο 1. 
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2. Στο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση συνάρτησης 𝑓 η οποία είναι γνήσια αύξουσα στο ℝ. 

 

i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  

𝑔(𝑥) =
𝑓ଶ(𝑥) − 9

𝑓(𝑥) − 3
 

ii. Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑔 και να εξετάσετε το lim௫→ଵ 𝑔(𝑥) 

iii. Ορίζουμε τη συνάρτηση  

ℎ(𝑥) = ቐ

𝑔(𝑥), 𝑥 ≠ 3

𝑓(𝑎), 𝑥 = 3 

  

Να προσδιορίσετε το 𝑎 ∈ ℝ, ώστε η συνάρτηση ℎ να είναι συνεχής στο 𝑥௢ = 1. 

Απάντηση 

i.  𝑔(𝑥) ∈ ℝ ⇔ 𝑓(𝑥) − 3 ≠ 0 ⇔ 𝑓(𝑥) ≠ 3 . 

Από τη γραφική παράσταση βλέπουμε ότι 𝑓(𝑥) = 3 ⇔ 𝑥 = 1 

Άρα το πεδίο ορισμού της 𝑔 είναι : 𝛢 = (−∞, 1) ∪ (1, +∞) 
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ii. Για κάθε 𝑥 ≠ 1, έχω 

𝑔(𝑥) =
𝑓ଶ(𝑥) − 9

𝑓(𝑥) − 3
=

(𝑓(𝑥) − 3)(𝑓(𝑥) + 3)

𝑓(𝑥) − 3
= 𝑓(𝑥) + 3 

Άρα η γραφική παράσταση της 𝑔 είναι η κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της 𝑓 

κατά 3 μονάδες. 

 

Από την γραφική παράσταση της 𝑔  βλέπουμε ότι το  

lim
௫→ଵ

𝑔(𝑥) = 6 

iii. Σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα το όριο  

lim
௫→ଵ

ℎ(𝑥) = lim
௫→ଵ

𝑔(𝑥) = 6 

Η ℎ είναι συνεχής στο 𝑥௢ = 1 ⇔ lim௫→ଵ ℎ(𝑥) = ℎ(1) ⇔ 6 = 𝑓(𝑎) 

Από την γραφική παράσταση της 𝑓 , φαίνεται ότι η εξίσωση 𝑓(𝑎) = 6 έχει μοναδική λύση το 𝑎 = 2 
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ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΙ ΕΠΕΞΗΓΗΜΑΤΙΚΑ ΣΧΗΜΑΤΑ 

 Μια συνάρτηση 𝑓 λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα σημείο 𝑥௢ στο πεδίο ορισμού της  𝜜 
όταν ισχύει 

lim
௫→௫೚

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥௢) 

 Μια συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού 𝛢 λέμε ότι είναι συνεχής , όταν ισχύει  
 

lim
௫→௫೚

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥௢) 

για κάθε 𝑥௢ ∈ 𝐴.  
Δηλαδή  είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της 
 
 Το χαρακτηριστικό γνώρισμα στην γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης είναι ότι σε 

κάθε κλειστό διάστημα είναι μια συνεχής ( αδιάκοπη) καμπύλη 

  
Είναι συνεχής στο (−∞, 𝟎) ∪ (𝟎, +∞) 
Το 0 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού για αυτό υπάρχει η διακοπή στην γραφική παράσταση 
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Δεν είναι συνεχής στο ℝ αλλά είναι συνεχής στο διαστήματα (−∞, 𝟎] και στο (𝟎, +∞) 
Το 0 ανήκει στο πεδίο ορισμού αλλά μόνο από την αριστερή πλησιάζω στο 𝒇(𝟎) 

 
Δεν είναι συνεχής στο ℝ , αλλά είναι συνεχής στα διαστήματα (−∞, 𝟎) και (𝟎, +∞) 
To 0 ανήκει στο πεδίο ορισμού , η τιμή στο 0 είναι 5 αλλά το όριο της συνάρτησης είναι 3. 
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ΟΡΙΑ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 
 

Εάν οι συναρτήσεις 𝐟, 𝐠 έχουν η κάθε μια τους πραγματικό όριο στο 𝐱𝐨 ∈ ℝ, δηλαδή: 

𝒍𝒊𝒎𝒙→𝒙𝒐
𝒇(𝒙) = 𝒍𝟏 𝜿𝜶𝜾 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝒐

𝒈(𝒙) = 𝒍𝟐 

όπου 𝒍𝟏, 𝒍𝟐 είναι κάποιοι πραγματικοί αριθμοί τότε ισχύουν οι παρακάτω ισότητες: 

i.  

lim௫→௫೚
(𝑎 ∙ 𝑓(𝑥)) = 𝑎 ∙ 𝑙ଵ  για οποιοδήποτε συντελεστή 𝛼 ∈ ℝ 

 

ii.  

lim
௫→௫೚

൫𝑎 ∙ 𝑓(𝑥) + 𝛽 ∙ 𝑔(𝑥)൯ = 𝑎 ∙ 𝑙ଵ + 𝛽 ∙ 𝑙ଶ 

 για οποιουσδήποτε συντελεστές  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 

 

iii.  

lim
௫→௫೚

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑙ଵ ∙ 𝑙ଶ 

 

iv.  

lim
௫→௫೚ 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑙ଵ

𝑙ଶ

 

Εννοείται ότι στην περίπτωση αυτή ο αριθμός 𝑙ଶ δεν είναι μηδέν 

Εάν όμως και ο 𝒍𝟏 και ο 𝒍𝟐 είναι μηδενικοί και η άσκηση ζητά να υπολογιστεί το όριο του πηλίκου, τότε 

είναι βέβαιο ότι γίνεται παραγοντοποίηση και απλοποίηση της παράστασης  και μετά το όριο μπορεί 

να υπολογιστεί. 

v.  

lim
௫→௫೚

ඥ𝑓(𝑥)
ഌ

= ඥ𝑙ଵ
ഌ  

Εννοείται ότι στην  περίπτωση αυτή  η συνάρτηση 𝑓 δεν παίρνει αρνητικές τιμές, δηλαδή είναι 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 

και επίσης είναι 𝑙ଵ ≥ 0 

 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΘΕΣΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

Εάν το lim௫→௔ 𝑔(𝑥) = 𝑥௢ και το lim௫→௫ೀ
𝑓(𝑥) = 𝑙 , τότε ισχύει 

lim
௫→௔

𝑓൫𝑔(𝑥)൯ = 𝑙 

Δηλαδή αν  ολόκληρη η εσωτερική παράσταση 𝑔(𝑥) τείνει προς το 𝑥௢ , τότε το όριο της παράστασης 

𝑓൫𝑔(𝑥)൯ παραμένει ίσο με το 𝑙. 
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ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
Οι επόμενες συναρτήσεις είναι συνεχείς, δηλαδή για να βρούμε το όριο σε ένα σημείο 𝑥௢ του πεδίου 
ορισμού της  κάνουμε αντικατάσταση. 

 Οι πολυωνυμικές π.χ. 
𝑓(𝑥) = 5 

𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 7 

ℎ(𝑥) = 𝑥ଷ − 2𝑥ଶ + 1 

 Οι ρητές ( κλάσματα πολυωνύμων) π.χ. 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥ଶ + 1
 

𝑔(𝑥) =
𝑥ଶ − 1

𝑥ଷ + 1
 

 Οι τριγωνομετρικές π.χ. 
𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 

𝑔(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 

 

 Σύμφωνα με τους προηγούμενους κανόνες υπολογισμού ορίων συνεχής είναι και  κάθε πράξη 

μεταξύ συνεχών συναρτήσεων, όπως και οι ρίζες συνεχούς συνάρτησης. 

 

 Η σύνθεση 𝑓൫𝑔(𝑥)൯ δύο συνεχών συναρτήσεων 𝑓, 𝑔 είναι συνεχής 

 

 

 


