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Έλας θαιιηεργεηής έτεη έλα δεσγάρη ιαγώλ ζε κηα θιεηζηή θάρκα. 

Πόζα δεσγάρηα ιαγώλ κπορούλ λα προθύυοσλ, αλ θάζε κήλα, θάζε 

δεσγάρη δεκηοσργεί έλα λέο δεσγάρη, ηο οποίο από ηο δεύηερο κήλα 

γίλεηαη έηοηκο λα αλαπαρατζεί;"  

Η απάληεζε: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... 

Λεξμάπμσξ σηρ Πίζαρ ή Fibonacci (1170-1240) 
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ΕΙΑΓΩΓΙΚΟ ΚΕΥΑΛΑΙΟ 

ΣΟ ΛΕΞΙΛΟΓΙΟ ΣΗ ΛΟΓΙΚΗ 

 

 Η ςτμεοαγψγή    

Εφψ δτξ λξγικέρ οπξσάςειρ. 

P: Ένψ βπέφει. 

Q: Ο ξτπαμόρ έφει ςύμμευα. 

Σξ ςύμβξλξ σηρ ςτμεοαγψγήρ σξ φπηςιμξοξιώ ςσημ οεπίοσψςη κασα 

σημ ξοξία αμ ιςφύει μια αοξ ατσέρ σιρ λξγικέρ οπξσάςειρ σόσε μοξπώ 

μα βγάλψ σξ αςυαλέρ ςτμοέπαςμα ξσι ιςφύει και η άλλη. 

ο.φ αμ ένψ βπέφει σόσε γμψπίζψ ξσι ξ ξτπαμόρ έφει ςύμμευα. 

(και με ση βξήθεια σψμ ςτμβόλψμ) 

αμ ένψ βπέφει ξ ξτπαμόρ έφει ςύμμευα.  

Δηλαδή P Q . 

 Ππξςξφη!!! 

Σξ αμσίςσξυξ όμψρ μοξπώ μα είμαι ςίγξτπξρ ξσι ιςφύει; 

Δηλαδή αμ ξ ξτπαμόρ έφει ςύμμευα μοξπώ μα βγάλψ σξ αςυαλέρ 

ςτμοεπαςμα ξσι βπέφει; 

Άπα αμ ξ ξτπαμόρ έφει ςύμμευα δεμ ςτμεοάγεσαι ξσι βπέφει. 

(μα σξ κάμξτμε λίγξ οιξ μαθημασικό σώπα) 

Αμ έφψ δτξ ιςφτπιςμξύρ: 

Ρ σξ όμξμα σξτ οπώσξτ και μξτ λέει ξσι Ρ:  a   

Q σξ όμξμα σξτ δεύσεπξτ και μξτ λέει ξσι Q: 2 2   

Γμψπίζξτμε ξσι αμ  a   σόσε 2 2  . 

Δηλαδά: αμ  a     2 2  .( Q ) 

(ελένσε αμ ιςφύει σξ αμσίςσπξυξ δηλαδή αμ ιςφτειQ P  ) 
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 Η ιςξδτμαμία ή διολή ςτμεοαγψγή    

αμ a           

και αμ            

Άπα σελικά αμ            

λέμε ξσι ξι δτξ ιςφτπιςμξί είμαι ιςξδύμαμξι 

ή    αμ και μόμξ αμ       . 

 

 Ο ςύμδεςμξρ ΄΄ ή ΄΄ 

Αμ έφψ δτξ ιςφτπιςμξύρ  P , Q σόσε η έκυπαςη P ή Q είμαι έμαρ μέξρ 

ιςφτπιςμόρ οξτ αληθεύει μόμξ ςσημ οεπίοσψςη οξτ έμαρ σξτλάφιςσξμ 

αοξ σξτρ δτξ ιςφτπιςμξύρ αληθεύει. 

ο.φ η ενίςψςη    2 2 1 0x x x     αληθεύει αμ και μόμξ αμ 2 0x x   ή 

2 1 0x    

 

Ο ιςφτπιςμόρ P ή Q λέγεσαι και διάζετνη σψμ P , Q. 

 

 Ο ςύμδεςμξρ ΄΄και΄΄

Αμ P , Q είμαι δτξ ιςφτπιςμξί σόσε ξ ιςφτπιςμόρ P και Q 

αληθεύει αμ και μόμξ αμ και ξι δτξ ιςφτπιςμξί αληθεύξτμ. 

ο.φ  1 0x x   αληθεύει για εκείμα σα x για σα ξοξία  

0x   και 1 0x  . 
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ΤΝΟΛΑ 

Κάθε ςτλλξγή αμσικειμέμψμ σα ξοξία είμαι καλά ξπιςμέμα και 

διακπίμξμσαι σξ έμα αοξ σξ άλλξ. 

(καλά ξπιςμέμξ θα οεί μα μημ τοάπφξτμ αμυιβξλίερ ψρ οπξρ οξια είμαι σα ςσξιφεία 

εμόρ ςτμόλξτ.Παπάδειγμα δεμ μοξπώ μα μιλήςψ για σξ ςύμξλξ σψμ μεγάλψμ 

αμδπώμ σψμ Σπικάλψμ , εμώ μοξπώ μα μιλήςψ για σξ ςύμξλξ σψμ αμδπώμ σψμ 

Σπικάλψμ οξτ είμαι οάμψ αοξ 70 εσώμ.) 

Σα αμσικείμεμα αοξ σα ξοξία αοξσελείσαι εμα ςύμξλξ ξμξμάζξμσαι ςσξιφεία ή μέλη 

σξτ ςτμόλξτ. 

Έμα ςύμξλξ σξ ξμξμάζψ με έμα κευαλαίξ γπάμμα σξτ Ελλημικξύ ή 

σξτ Λασιμικξύ αλυαβήσξτ εμψ σα ςσξιφεία σξτ ςτμόλξτ σα ςτμβξλίζψ 

με μικπά γπάμμασα. 

Σα ςύμξλα οξτ έφξτμε δει μέφπι ςσιγμήρ ςση μαθημασική μαρ ζψή 

είμαι σα ενήρ: 

 σξ ςύμξλξ σψμ υτςικώμ απιθμώμ (σξ 0,σξ 1,σξ 2,...) 

 σξ ςύμξλξ σψμ ακεπαίψμ απιθμώμ (ξι υτςικξί με σημ οπξςθήκη 

οπξςήμψμ) 

 σξ ςύμξλξ σψμ πησώμ απιθμώμ (όλξι ξι απιθμξί οξτ μοξπξύμ μα οάπξτμ 

ση μξπυή κλάςμασξρ με απιθμησή και οαπξμξμαςσή ακέπαιξ και 

οαπξμξμαςσή διάυξπξ σξτ μηδεμόρ) 

 σξ ςύμξλξ σψμ οπαγμασικώμ απιθμώμ (όλξι ξι γμψςσξί μξτ απιθμξί) 

Σα ςύμβξλα  και . 

Όσαμ έμα x είμαι ςσξιφείξ εμξρ ςτμόλξτ Α σξ ςτμβξλίζψ: x A  

Αμσίςσξιφα όσαμ σξ x δεμ είμαι ςσξιφείξ σξτ Α σόσε: x A  

 

 



ΑΛΓΕΒΡΑ και πιθανότητεσ Φροντιςτήρια Μ.Ε. ΄΄ΠΑΙΔΕΙΑ΄΄ 

5 
 

Έσςι για οαπάδειγμα:  

 

 

Με οξιξύρ σπόοξτρ οαπιςσάμω έμα ςύμξλξ; 

Όσαμ γμψπίζψ όλα σα ςσξιφεία σξτ ςτμόλξτ και είμαι λίγα σόσε:

{2,4,6}A   δηλαδή μέςα ςε άγκιςσπα και φψπιςμέμα με κόμμα. 

Αλλά αμ σξ ςύμξλό μξτ έφει οξλλά ςσξιφεία: 

 1,2,3,...,100B   ή 
1 1

1, , ,...
2 3

 
   

 
 ή  ..., 2, 1,0,1,2,...     

Όλξι ατσξί ξι σπόοξι είμαι η οαπάςσαςη εμόρ ςτμόλξτ με αμαγπαυή 

σψμ ςσξιφείψμ σξτ.  

Μοξπώ όμψρ μα οαπαςσήςψ εμα ςύμξλξ και με  

οεπιγπαυή σωμ ςσξιφείωμ σξτ. 

 / 0x x     δηλαδή εκείμα σα x οξτ αμήκξτμ ςσξτρ 

οπαγμασικξύρ απιθμξύρ σα ξοξία όμψρ έφξτμ σημ ιδιόσησα μα είμαι 

θεσικξί. 

Δηλαδή δηλώμψ ςε οξιό ςύμξλξ αμήκξτμ σα ςσξιφεία μξτ και ςση 

ςτμέφεια δηλώμψ σημ ιδιόσησα σημ ξοξία ικαμξοξιξύμ. 

Πόσε δτξ ςύμξλα λέγξμσαι ίςα; 

Δτξ ςύμξλα λέγξμσαι ίςα όσαμ έφξτμ σα ίδια ακπιβώρ ςσξιφεία. 

Δηλαδή δτξ ςύμξλα Α, Β λέγξμσαι ίςα αμ για κάθε x A x B   . 

Σόσε A B . 

Πόσε εμα ςύμξλξ Α λέγεσαι τοξςύμξλξ εμόρ ςτμόλξτ Β; 

Όσαμ κάθε ςσξιφείξ σξτ Α είμαι και ςσξιφείξ σξτ Β. 
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Δηλαδή για κάθε x A x B   .Σόσε ςτμβξλίζψ A B . 

τμέοειερ σξτ ξπιςμξύ: 

α) A A  για κάθε ςύμξλξ Α 

β) Αμ A B  και   σόσε . 

γ) Αμ A B  και   σόσε A B . 

 

Σξ κεμό ςύμξλξ 

Σξ ςύμξλξ οξτ δεμ έφει ςσξιφεία.τμβξλιςμόρ   . 

Παπάδειγμα  2| 1x x     . 

Παπασήπηςη: Δεφόμαςσε ξσι σξ κεμό είμαι τοξςύμξλξ κάθε ςτμόλξτ. 

Διαγπάμμασα Venn. 

Έμαρ καλόρ σπόοξρ για μα ΄΄δώ΄΄ σα ςύμξλα και μα κασαλάβψ καλύσεπα 

σιρ οπάνειρ σξτρ οξτ θα ξπίςξτμε ςση ςτμέφεια είμαι σα διαγπάμμασα 

Venn. 

Κάθε υξπά οξτ αςφξλξύμε με κάοξιξ ςύμξλξ σξ θεψπώ ςαμ τοξςύμξλξ 

εμόρ μεγαλύσεπξτ ςτμόλξτ  

ο.φ όσαμ αςφξλξύμε με σξ , ,  σα θεψπώ τοξςύμξλα σξτ σξ 

ξοξίξ κάθε υξπά σξ ξμξμάζψ βαςικό ςύμξλξ και σξ ξμξμάζψ Ω, 

δηλαδή  και σξ ςτμβξλίζψ με σξ εςψσεπικό εμόρ 

ξπθξγψμίξτ.Μέςα ςσξ ξπθξγώμιξ μοαίμξτμ όλα σα τοόλξιοα 

τοξςύμξλα με σα ξοξία αςφξλξύμε και ςτμβξλίζξμσαι με μια κλειςσή 

καμούλη μέςα ςσξ ξπθξγώμιξ.σημ οεπίοσψςη οξτ σξ έμα είμαι 

τοξςύμξλξ σξτ άλλξτ(όοψρ ςσξ δικό μαρ οαπάδειγμα) σόσε ξι 

καμούλερ βπίςκξμσαι η μια μέςα ςσημ άλλη.Δηλαδή: 
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ΠΡΑΞΕΙ ΜΕ ΤΝΟΛΑ 

Για μα μιλήςξτμε για σιρ οπάνειρ με σα ςύμξλα θα φπηςιμξοξιήςξτμε 

εμα οαπάδειγμα. 

Θεψπώ ςαμ ςύμξλξ Ω σξ  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10  και σα τοξςύμξλά 

σξτ  1,2,3,5,6,7  και  3,4,5,8,9,10 . 

Είμαι   και  . 

Για απφή θα υσιάνψ εμα διάγπαμμα Venn για ατσά σα 3 ςύμξλα. 

Οι οπώσερ οαπασηπήςειρ οξτ 

μοξπώ μα κάμψ είμαι ξσι σα 

ςύμξλά μξτ Α και Β 

βπίςκξμσαι και σα δτξ μέςα 

ςσξ βαςικό μξτ ςύμξλξ Ω αυξτ 

και σξ Α και σξ Β είμαι τοξςύμξλά σξτ.Εοίςηρ βλέοψ ξσι σξ Α και σξ 

Β έφξτμ κξιμό κξμμάσι.Ατσό δεμ ςτμβαίμει οάμσα αλλά ςσξ δικό μαρ 

οαπάδειγμα οαπασηπώ ξσι σξ Α και σξ Β έφξτμ κξιμά ςσξιφεία και 

γιατσξ τοάπφει εμα κξιμό κξμμάσι.Για μα οάμε σώπα ςσιρ οπάνειρ 

μεσανύ ςτμόλψμ: 
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1. Έμωςη δτξ ςτμόλψμ Α και Β είμαι σξ ςύμξλξ σψμ ςσξιφείψμ σξτ Ω 

οξτ  αμήκξτμ ςε εμα σξτλάφιςσξμ αοξ σα Α ,Β. τμβξλίζεσαι με 

  και με μαθημασικά ςύμβξλα μοξπώ μα σξ γπάχψ ψρ ενήρ: 

 |  ή x Bx x A    . Η έμψςη δτξ ςτμόλψμ με ση φπήςη σξτ 

διαγπάμμασξρ Venn 

υαίμεσαι ςσξ διολαμό 

ςφήμα και είμαι όλξ σξ 

γκπί κξμμάσι.σξ 

οαπάδειγμά μαρ είμαι:

 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10A B    

2. Σξμή δτξ ςτμόλψμ Α και Β είμαι σξ ςύμξλξ σψμ ςσξιφείμ σξτ Ω οξτ 

αμήκξτμ σατσόφπξμα και ςσξ Α και ςσξ Β.Είμαι δηλαδή σα κξιμά 

ςσξιφεία σξτ Α και σξτ Β.τμβξλίζεσαι με A B  και με μαθημασικά 

ςύμβξλα μοξπώ μα σξ γπάχψ ψρ ενήρ:  |  θαη x BA B x x A    

.Η σξμή δτξ ςτμόλψμ με ση φπήςη σξτ διαγπάμμασξρ Venn υαίμεσαι 

ςσξ διολαμό ςφήμα και είμαι σξ 

γκπί κξμμάσι.σξ οαπάδειγμά 

μαε είμαι   3,5A B  .σημ 

οεπίοσψςη οξτ σα δτξ ςύμξλα 

δεμ έφξτμ κξιμά ςσξιφεία είμαι 

A B   

3. τμολήπωμα σξτ Α σξ ςύμξλξ σψμ ςσξιφείμ σξτ Ω οξτ δεμ 

οεπιέφξμσαι ςσξ Α. τμβξλίζεσαι με   και με μαθημασικά ςύμβξλα 

μοξπώ μα σξ γπάχψ ψρ ενήρ:  |x x A    . 

Σξ ςτμοληπψμασικό εμόρ ςτμόλξτ με ση φπήςη σξτ διαγπάμμασξρ 

Venn υαίμεσαι ςσξ διολαμό 

ςφήμα και είμαι σξ γκπί 

κξμμάσι (δηλαδή όλξ σξ Ω 

φψπίρ σξ Α).σξ οαπάδειγμά 

μαρ είμαι  4,8,9,10A  . 
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ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΕ 

 

Έμα οείπαμα λέγεσαι αισιξκπασικό όσαμ η γμώςη σψμ ςτμθηκώμ 

κάσψ αοξ σιρ ξοξίερ εκσελείσαι καθξπίζει ολήπψρ σξ αοξσέλεςμα. 

ατσό σξ κευάλαιξ δεμ θα αςφξληθξύμε με αισιξκπασικά οειπάμασα 

αλλά με οειπάμασα σύφηρ δηλαδή με οειπάμασα ςσα ξοξία δεμ μοξπώ 

εκ σψμ οπξσέπψμ μα οπξβλέχψ σξ αοξσέλεςμα οαπά σξ ξσι 

εοαμαλαμβάμξμσαι κάσψ αοξ σιρ ίδιερ ςτμθήκερ. 

Παπαδείγμασα οειπαμάσψμ σύφηρ: 

Ρίφμψ εμα μόμιςμα και κασαγπάυψ σημ άμψ όχη σξτ. 

Ρίφμψ εμα ζάπι και κασαγπάυψ σξμ απιθμό σηρ άμψ έδπαρ σξτ. 

Δειγμασικόρ φώπξρ 

Για μα μελεσήςψ εμα οειπάμα σύφηρ σξ οπώσξ οπάγμα οξτ με 

εμδιαυέπει είμαι όλα σα οιθαμά αοξσελέςμασα σξτ οειπάμασόρ μξτ. 

Σξ ςύμξλξ όλψμ σψμ οιθαμώμ αοξσελεςμάσψμ εμόρ οειπάμασξρ σύφηρ 

ξμξμάζεσαι δειγμασικόρ φώπξρ σξτ οειπάμασξρ και σξ ςτμβξλίζξτμε 

με Ω. 

Παπάδειγμα  

Όσαμ πίφμψ έμα ζάπι μια υξπά και κασαγπάυψ σξμ απιθμό οξτ θα 

υέπει η άμψ έδπα σξτ σα οιθαμά αοξσελέςμασα οξτ μοξπεί μα υέπει 

είμαι 1,2,3,4,5,6. Σξ ςύμξλξ όλψμ ατσώμ σψμ οιθαμώμ 

αοξσελεςμάσψμ είμαι ξ δειγμασικόρ μξτ φώπξρ. 

Δηλαδή  1,2,3,4,5,6 . 
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Εμδεφόμεμα 

ση ςτμέφεια σξ εοόμεμξ με σξ ξοξίξ οπέοει μα αςφξληθώ είμαι σα 

εμδεφόμεμά μξτ. 

Κάθε ςύμξλξ οξτ οεπιέφει κάοξια αοξ σα ςσξιφεία σξτ δειγμασικξύ 

φώπξτ ξμξμάζεσαι εμδεφόμεμξ σξτ οειπάμασξρ σύφηρ. 

Έσςι ςσξ οπξηγξύμεμξ οαπάδειγμα έμα εμδεφόμεμξ μοξπεί μα είμαι μα 

υέπψ άπσιξ αοξσέλεςμα ςση πίχη σξτ ζαπιξύ.Έσςι ξμξμάζξμσαρ Α σξ 

εμδεφόμεμό μξτ έφψ:  2,4,6  ή Β σξ εμδεφόμεμξ μα υέπψ 

αοξσέλεςμα 6 .Σόσε  6  . 

Παπασηπήςσε ξσι όλα σα εμδεφόμεμα είμαι τοξςύμξλα σξτ δειγμασικξύ φώπξτ. 

Όσαμ σξ εμδεφόμεμξ οεπιέφει εμα μόμξ ςσξιφείξ λέγεσαι αολό εμώ αμ 

εμα εμδεφόμεμξ οεπιέφει οεπιςςόσεπα αοξ έμα ςσξιφεία λέγεσαι 

ςύμθεσξ.Αοξ σα οπξηγξύμεμα εμδεφόμεμα σξ Α είμαι ςύμθεσξ εμψ σξ 

Β είμαι αολό. 

Όσαμ ςε εμα οείπαμα σύφηρ ςε μια ςτγκεκπιμέμη εκσελεςή σξτ σξ 

αοξσέλεςμα είμαι ςσξιφείξ εμόρ εμδεφξμέμξτ σόσε λέμε ξσι σξ 

εμδεφόμεμξ οπαγμασξοξιείσαι.Έσςι για οαπάδειγμα αμ πίνψ σξ 

οπξηγξύμεμξ ζάπι και υέπψ 4 σόσε έφει οπαγμασξοξιηθεί σξ 

εμδεφόμεμξ Α. (εμψ ΔΕΝ έφει οπαγμασξοξιηθεί σξ εμδεφόμεμξ Β) 

Ο δειγμασικόρ φώπξρ Ω είμαι και ατσόρ εμδεφόμεμξ οξτ ξμξμάζεσαι 

βέβαιξ εμδεφόμεμξ και οπαγμασξοξιείσαι οάμσα.Σξ   σξ θεψπώ και 

ατσό εμδεφόμεμξ και είμαι σξ αδύμασξ εμδεφόμεμξ οξτ δεμ 

οπαγμασξοξιείσαι οξσέ. 

Πληθικόρ απιθμόρ είμαι σξ ολήθξρ σψμ ςσξιφείψμ εμόρ 

εμδεφξμέμξτ.τμβξλίζεσαι με Ν(εμδεφξμέμξτ). Παπάδειγμα Ν(Α),Ν(Β) 

κ.σ.λ 
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Ππάνειρ με εμδεφόμεμα 

Οι σπειρ οπώσερ οπάνειρ οξτ θα δξύμε είμαι ξι οπάνειρ οξτ ξπίςαμε 

(ςσξ ειςαγψγικό κευάλαιξ) ςσα ςύμξλα. 

Έςσψ ξσι έφψ δτξ εμδεφόμεμα Α και Β τοξςύμξλα εμόρ δειγμασικξύ 

φώπξτ Ω.Σόσε ξπίζξτμε 

 Έμωςη σξ εμδεφόμεμξ   οξτ 

οεπιέφει σα ςσξιφεία σξτ Α και σξτ Β 

και οπαγμασξοξιείσαι αμ 

οπαγμασξοξιείσαι εμα αοξ σα Α ή Β.  

 Σξμή σξ εμδεφόμεμξ   οξτ 

οεπιέφει σα κξιμά ςσξιφεία σξτ Α και 

σξτ Β και οπαγμασξοξιείσαι όσαμ 

οπαγμασξοξιξύμσαι σατσόφπξμα και 

σξ Α και σξ Β.  

 τμοληπωμασικό εμόρ ςτμόλξτ ο.φ 

σξτ Α σξ εμδεφόμεμξ Α΄ οξτ 

οεπιέφει σα ςσξιφεία οξτ δεμ 

οεπιέφξμσαι ςσξ Α και 

οπαγμασξοξιείσαι όσαμ δεμ οπαγμασξοξιείσαι σξ Α. 

 Αυαίπεςη δτξ εμδεφξμέμψμ ο.φ Α-Β σξ εμδεφόμεμξ οξτ οεπιέφει 

εκείμα σα ςσξιφεία σξτ Α φψπίρ 

σα κξιμά σξτ ςσξιφεία με σξ 

Β.Είμαι  . 

 

 

Για μα δξύμε σώπα οψρ μιλάμε ςση γλώςςα σψμ ςτμόλψμ.Έςσψ ξσι 

έφψ εμα οείπαμα σύφηρ (οαπάδειγμα με σξ ζάπι οπίμ), Ω ξ 

δειγμασκόρ φώπξρ και Α,Β δτξ εμδεφόμεμα.Αμ ψ σξ αοξσέλεςμα σξτ 
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οειπάμασξρ( δηλαδή ςσξ οαπάδειγμα με σξ ζάπι εμα αοξ σα 

1,2,3,4,5,6) σόσε  

αμ σξ εμδεφόμεμξ Α οπαγμασξοξιείσαι                           φ Α   

αμ σξ εμδεφόμεμξ Α δεμ οπαγμασξοξιείσαι    
                   φ Α   ή  φ Α    

αμ εμα σξτλάφιςσξμ αοξ σα Α,Β οπαγμασξοξιείσαι                  

αμ οπαγμασξοξιξύμσαι σατσόφπξμα και σξ Α και σξ Β                

αμ δεμ οπαγμασξοξιείσαι καμέμα αοξ σα Α,Β                          

αμ οπαγμασξοξιείσαι μόμξ σξ Α (΄΄καθαπό΄΄ Α)                                                                                                    

ή      

αμ η οπαγμασξοξίηςη σξτ Α ςτμεοάγεσαι σημ οπαγμασξοξίηςη σξτ Β     

Αςτμβίβαςσα εμδεφόμεμα 

Δτξ εμδεφόμεμα Α,Β ξμξμάζξμσαι 

αςτμβίβαςσα ή νέμα ή αμξιβαίψρ 

αοξκλειώμεμα αμ   

δηλαδή αμ ΔΕΝ έφξτμ κξιμά 

ςσξιφεία. 

Παπάδειγμα ςση πίχη σξτ ζαπιξύ αμ    1,2,3    θαη   Β= 4,6 σόσε σα 

εμδεφόμεμα Α,Β δεμ έφξτμ κξιμά ςσξιφεία είμαι δηλαδή  .Άπα 

σα Α,Β είμαι αςτμβίβαςσα εμδεφόμεμα. 

Παπαδείγμασα 1 

Φπηςιμξοξιξύμε δτξ σπόοξτρ για σημ εύπεςη σξτ δειγμασικξύ φώπξτ εμόρ 

οειπάμασξρ σύφηρ.Ο οπώσξρ είμαι σξ δεμδπξδιάγπαμμα και ξ δεύσεπξρ ξ οίμακαρ 

διολήρ ειςόδξτ. 

Με δεμδπξδιάγπαμμα 

Ρίφμψ εμα μόμιςμα 3 διαδξφικέρ υξπέρ και κασαγπάυψ σα 

αοξσελέςμασα.  
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α) Βπείσε σξ δειγμασικό φώπξ σξτ οειπάμασξρ 

β) Να οαπαςσαθξύμ με αμαγπαυή σα εμδεφόμεμα 

   Α: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Γ τοεπβαίμει σξμ απιθμό σψμ Κ’’ 

   Β: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Κ είμαι ακπιβώρ 1’’ 

   Γ: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Γ είμαι σξτλάφιςσξμ 1’’ 

γ) Να βπεθξύμ σα εμδεφόμεμα  , A  , BA      

ΛΤΗ  

α) Αυξύ πίφμψ σξ μόμιςμα 3 υόπερ σα ςσξιφεία σξτ δειγμασικξύ 

φώπξτ θα είμαι ξι 3άδερ σψμ αοξσελεςμάσψμ σψμ πίχεψμ. 

Για μα μοξπέςψ ατσέρ σιρ 3άδερ μα σιρ βπώ όλερ (ςκέχξτ μα είφα 

4άδερ ή 5άδερ) φπηςιμξοξιώ έμαμ οιξ ξπγαμψμέμξ σπόοξ οξτ 

ξμξμάζεσαι δεμδπξδιάγπαμμα 

   

 

 

Άπα ξ δειγμασικόρ μξτ φώπξρ 

Ω θα έφει για ςσξιφεία σξτ σιρ 

3άδερ οξτ δημιξτπγξύμσαι αοξ 

σιρ 3 πίχειρ.Δηλαδή : 

 

 

   , , , , , , ,          

β) Α: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Γ τοεπβαίμει σξμ απιθμό σψμ Κ’’ 



ΑΛΓΕΒΡΑ και πιθανότητεσ Φροντιςτήρια Μ.Ε. ΄΄ΠΑΙΔΕΙΑ΄΄ 

14 
 

   Για μα βπώ σα ςσξιφεία σξτ εμδεφξμέμξτ Α αοξ σα ςσξιφεία σξτ Ω 

θα    εοιλένψ εκείμερ σιρ 3άδερ ςσιρ ξοξίερ σα Γ είμαι οεπιςςόσεπα 

αοξ σα Κ. Δηλαδή είμαι  , , ,      

   Β: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Κ είμαι ακπιβώρ 1’’ 

   Με σημ ίδια λξγική όοψρ οπίμ σώπα θα εοιλένψ εκείμερ σιρ 3άδερ 

σξτ Ω ςσιρ ξοξίερ σξ Κ εμυαμίζεσαι ακπιβώρ μια υξπά. Δηλαδή είμαι 

 , ,     

    Γ: ’’ ξ απιθμόρ σψμ Γ είμαι σξτλάφιςσξμ 1’’ 

    Σέλξρ για σξ Γ θα εοιλένψ εκείμερ σιρ 3άδερ σξτ Ω ςσιρ ξοξίερ σξ 

Γ εμυαμίζεσαι σξτλάφιςσξμ 1 υξπά δηλαδή θέλψ σξ Γ μα εμυαμίζεσαι 

ή 1 ή 2 ή 3 υξπέρ. Δηλαδή είμαι 

 , , , , , ,           

 

γ) Θέλψ μα βπώ σξ εμδεφόμεμξ 

Α΄, δηλαδή σξ ςτμοληπψμασικό 

σξτ Α , σξ ξοξίξ θα οεπιέφει 

εκείμα σα ςσξιφεία (3άδερ) σξτ 

δειγμασικξύ φώπξτ Ω οξτ δεμ 

οεπιέφξμσαι ςσξ Α. Είμαι δηλαδή  , , ,       

ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ: Αυξύ σξ Α είμαι σξ εμδεφόμεμξ ςσξ ξοξίξ ξ απιθμόρ 

σωμ Γ τοεπβαίμει σξμ απιθμό σωμ Κ (δηλαδή έφω υέπει οεπιςςόσεπερ 

υξπέρ Γπάμμασα αοξ σιρ Κευαλέρ) σξ ςτμοληπωμασικό σξτ δηλαδή 

σξ Α΄ θα είμαι σξ εμδεφόμεμξ ςσξ ξοξίξ θα ςτμβαίμει σξ αμάοξδξ, 

δηλαδή ξ απιθμόρ σωμ Κ θα τοεπβαίμει σξμ απιθμό σωμ Γ. 

 :Σξ εμδεφόμεμξ   οεπιέφει σα κξιμά ςσξιφεία σψμ Α , Β 

δηλαδή σα ςσξιφεία οξτ βπίςκξμσαι και ςσξ Α και ςσξ Β. 

         , ,    . 
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         Αμ δψ σα ςσξιφεία σξτ 

εμδεφξμέμξτ  , ,     και 

σα ςσξιφεία σξτ εμδεφξμέμξτ   θα 

δώ ξσι  . Ατσό ςτμβαίμει γιασί 

είμαι   (αυξύ όλα σα ςσξιφεία σξτ Β 

είμαι και ςσξιφεία σξτ Α).  

Άπα όσαμ   θα είμαι  . (Δηλαδή σα κξιμά ςσξιφεία δτξ 

ςτμόλψμ όσαμ σξ έμα είμαι μέςα ςσξ άλλξ είμαι σξ μικπόσεπξ αοξ σα δτξ ςύμξλα.) 

 :Είμαι  , ,    και   

 , , , , , ,         . 

Η έμψςή σξτρ είμαι σξ εμδεφόμεμξ οξτ οεπιέφει 

σα ςσξιφεία και σψμ δτξ εμδεφξμέμψμ. Δηλαδή 

 , , , , , ,         . Παπασηπήςσε ξσι 

είμαι   .Ατσξ ςτμβαίμει γιασί  .  

Άπα  αμ είμαι σόσε είμαι   .(Δηλαδή όλα σα ςσξιφεία δτξ 

ςτμόλψμ όσαμ σξ έμα είμαι μέςα ςσξ άλλξ είμαι σξ μεγαλύσεπξ αοξ σα δτξ ςύμξλα). 
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ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΕ 

 

ε όλα σα οειπάμασα σύφηρ δεμ μοξπξύμε με βεβαιόσησα μα οξύμε 

οξιξ θα είμαι σξ αοξσέλεςμα ή δεμ μοξπξύμε με βεβαιόσησα μα 

νέπξτμε αμ θα οπαγμασξοξιηθεί κάοξιξ εμδεφόμεμξ Α. 

Μοξπξύμε όμψρ ςε κάθε εμδεφόμεμξ Α μα αμσιςσξιφίςψ κάοξιξμ 

απιθμό οξτ θα είμαι σξ μέσπξ σηρ ΄΄οπξςδξκίαρ΄΄ με σημ ξοξία 

αμαμέμξτμε σημ οπαγμασξοξίηςή σξτ.Σξμ απιθμό ατσόμ σξμ 

ξμξμάζξτμε οιθαμόσησα σξτ εμδεφξμέμξτ Α και σξ ςτμβξλίζξτμε με 

( )P A . 

 

Κλαςςικόρ ξπιςμόρ οιθαμόσησαρ 

ε ατσήμ σημ εμαςφόληςή μαρ με σιρ οιθαμόσησερ θα αςφξληθξύμε 

μόμξ με οειπάμασα σύφηρ ςσα ξοξία σα αολά εμδεφόμεμα είμαι 

ιςξοίθαμα (δηλαδή δεμ έφψ κάοξιξ λόγξ μα οιςσεύψ ξσι κάοξιξ αοξ 

σα αολά εμδεφόμεμα οπαγμασξοξιείσαι οιξ ςτφμά αοξ κάοξιξ άλλξ) 

ε εμα οείπαμα σύφηρ με δειγμασικό φώπξ Ω και με ιςξοίθαμα 

αοξσελέςμασα ξπίζω ωρ οιθαμόσησα σξτ εμδεφξμέμξτ Α σξμ απιθμό 

( )P A ξ ξοξίξρ είμαι ίςξρ με σξ κλάςμα
( )

( )
( )

N A
P A

N



 δηλαδή 

 εσλοηθώλ περηπηώζεφλ ( )
( )

 δσλαηώλ περηπηώζεφλ ( )

ή
P A

ή

 

 

 
 

 
. 

Αοξ σξμ οπξηγξύμεμξ ξπιςμό οπξκύοσει όσι: 

1. 
( )

( ) 1
( )

 
   

 
 

2. 
( ) 0

( ) 0
( ) ( )
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3. Για κάθε εμδεφόμεμξ Α ιςφύει 0 ( ) 1     αυξύ σξ ολήθξρ σψμ 

ςσξιφείψμ κάθε εμδεφξμέμξτ Α είμαι μικπόσεπξ ή σξ οξλύ ίςξ 

με σξ ολήθξρ σψμ ςσξιφείψμ σξτ δειγμασικξύ φώπξτ. 

 

Παπάδειγμα 2 

Έςσψ σξ οείπαμα σύφηρ ςσξ ξοξίξ πίφμψ έμα αμεπόληοσξ ζάπι μια 

υξπά και με εμδιαυέπει ξ απιθμόρ οξτ θα έφει η άμψ έδπα σξτ.Έςσψ 

σξ εμδεφόμεμξ Α:’’η άμψ έδπα σξτ μα έφει άπσιξ απιθμό’’ και σξ 

εμδεφόμεμξ Β:’’ η άμψ έδπα σξτ μα έφει οεπισσό απιθμό’’. Βπείσε σημ 

οιθαμόσησα σψμ εμδεφξμέμψμ Α,Β. 

Λύςη 

Ππώση μξτ κίμηςη είμαι μα βπώ σξ δειγμασικό φώπξ σξτ οειπάμασξρ. 

Δηλαδή οπέοει μα βπώ οξια ςσξιφεία οεπιέφει σξ ςύμξλξ Ω όλψμ σψμ 

δτμασώμ αοξσελεςμάσψμ σξτ οειπάμασξρ. 

Αυξύ πίφμψ έμα ζάπι είμαι  1,2,3,4,5,6   

(ςε άλλερ αςκήςειρ η εύπεςη σξτ δειγμασικξύ φώπξτ Ω θα είμαι οιξ ςύμθεση και θα 

ακξλξτθώ μεθόδξτρ για σημ εύπεςή σξτ όοψρ σξ δεμδπξδιάγπαμμα και ξ οίμακαρ 

διολήρ ειςόδξτ οξτ θα αμαλτθξύμ ςε άλλα οαπαδείγμασα). 

ση ςτμέφεια οπέοει μα βπώ εκείμα σα ςσξιφεία σξτ δειγμασικξύ 

φώπξτ οξτ οεπιέφξμσαι ςε κάθε εμα αοξ σα εμδεφόμεμά μξτ. 

Αυξύ σξ εμδεφόμεμξ Α οεπιέφει σα άπσια οιθαμά αοξσελέςμασα είμαι 

 2,4,6  

Αυξύ σξ εμδεφόμεμξ Β οεπιέφει σα οεπισσά οιθαμά αοξσελέςμασα 

είμαι  1,3,5  . 

Οοόσε είμαι: 
 ζηοητείφλ ηοσ Α ( ) 3 1

( )
 ζηοητείφλ ηοσ Ω ( ) 6 2

ή
P A

ή
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και            
 ζηοητείφλ ηοσ Β ( ) 3 1

( )
 ζηοητείφλ ηοσ Ω ( ) 6 2

ή
P

ή

 

 

 
    

 
 

 

Καμόμερ λξγιςμξύ σωμ οιθαμξσήσωμ 

Για σιρ οιθαμόσησερ σψμ εμδεφξμέμψμ εμόρ δειγμασικξύ φώπξτ 

ιςφύξτμ ξι οαπακάσψ καμόμερ 

 ( ) ( ) ( ) ( )         (οπξςθεσικόρ μόμξρ) 

 ςσημ οεπίοσψςη οξτ σα εμδεφόμεμα είμαι αςτμβίβαςσα 

(εοξμέμψρ είμαι   ξοόσε ( ) 0   ) ξ οαπαοάμψ 

καμόμαρ γίμεσαι ( ) ( ) ( )       

 ( ) 1 ( )      

 Αμ   ηόηε  Ρ(Α) Ρ(Β)   Σξ αμσίςσπξυξ ΔΕΝ ιςφύει 

 ( ) ( ) ( )       

Παπάδειγμα 3 

Ρίφμψ δτξ αμεπόληοσα ζάπια μια υξπά και κασαγπάυψ σξτρ απιθμξύρ 

οξτ αμαγπάυει η άμψ έδπα σξτρ.Βπείσε σημ οιθαμόσησα  

α) μα υέπψ ενάπερ. 

β) μα υέπψ ςαμ αοξσέλεςμα δτξ διαδξφικξύρ απιθμξύρ 

γ) σξ άθπξιςμα σψμ αοξσελεςμάσψμ σψμ δτξ ζαπιώμ μα είμαι άπσιξρ. 

δ) σξ άθπξιςμα σψμ αοξσελεςμάσψμ μα είμαι άπσιξρ και σξ 

αοξσέλεςμα σξτ 1ξτ ζαπιξύ μα είμαι μεγαλύσεπξ αοξ σξ αοξσέλεςμα 

σξτ 2ξτ  ζαπιξύ. 
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ΛΤΗ 

Θα βπώ σξ δειγμασικό φώπξ με οίμακα διολήρ ειςόδξτ 

 

 

 

Ο 

δειγμασικόρ φώπξρ αοξσελείσαι αοξ όλερ ατσέρ σιρ δτάδερ σξτ οίμακα 

διολήρ ειςόδξτ. Άπα είμαι: 

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),,(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),(6,3)

 

,(6,4),(6,5),(6,6)

 
 
 
 
 

 

με ( ) 36    

 

α) Θέλψ μα βπώ σημ οιθαμόσησα μα υέπψ ενάπερ.Σξ οπώσξ οπάγμα 

οξτ θα κάμψ  θα είμαι μα ξμξμάζψ σξ εμδεφόμεμό μξτ . 

Έςσψ Α σξ εμδεφόμεμξ Α:’’μα υέπψ ενάπερ’’ 

ση ςτμέφεια (αμ μοξπώ) βπίςκψ σα ςσξιφεία οξτ οεπιέφει σξ 

εμδεφόμεμό μξτ. 

 (6,6)  με ( ) 1    

Αυξύ σα ζάπια μξτ είμαι αμεπόληοσα θα φπηςιμξοξιήςψ σξμ 

κλαςςικό ξπιςμό σηρ οιθαμόσησαρ. 
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β) Έςσψ Β σξ εμδεφόμεμξ Β:’’Να υέπψ ςαμ αοξσέλεςμα δτξ 

διαδξφικξύρ απιθμξύρ’’. 

 (1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(3,4),(4,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)  

με ( ) 10    

Και ναμά αυξύ σα ζάπια είμαι αμεπόληοσα είμαι  

 

 

 

γ) Έςσψ Γ σξ εμδεφόμεμξ Γ:’’σξ άθπξιςμα σψμ εμδείνεψμ σψμ δτξ 

ζαπιώμ μα είμαι άπσιξ’’ 

Είμαι 
(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),

,(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)

 
   

 
 με 

( ) 18    

Και οάλι αυξύ σα ζάπια είμαι αμεπόληοσα είμαι. 

 

 

 

δ) Ατσό σξ επώσημα μοξπεί μα λτθεί με οεπιςςόσεπξτρ αοξ έμαμ 

σπόοξτρ. 

( ) 1
( )

( ) 36

 
   

 
 

( ) 10 5
( )

( ) 36 18

 
    

 
 

( ) 18 1
( )

( ) 36 2
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Έμαρ σπόοξρ είμαι μα ΄΄δψ΄΄ ξσι σξ εμδεφόμεμό μξτ μοξπεί μα θεψπηθεί 

ςαμ σα κξιμά ςσξιφεία (σξμή) σψμ εμδεφξμέμψμ Γ και Δ όοξτ Γ σξ 

εμδεφόμεμξ σξτ οπξηγξύμεμξτ επψσήμασξρ και Δ σξ εμδεφόμεμξ  

Δ:’’Σξ αοξσέλεςμα σξτ 1ξτ ζαπιξύ μα είμαι μεγαλύσεπξ αοξ σξ 

αοξσέλεςμα σξτ 2ξτ ζαπιξύ’’  

Είμαι 
(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),

(5,2),(5,3),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)

 
   

 
 

με ( ) 15    

και μα θτμίςξτμε αοξ σξ γ) επώσημα ξσι  

(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),

,(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6,6)

 
   

 
 με ( ) 18   . 

Είμαι  (3,1),(4,2),(5,1),(5,3),(6,2),(6,4)   με ( ) 6    

Οοόσε και για μια ακόμη υξπά αυξύ σα ζάπια είμαι αμεπόληοσα 

είμαι 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) 6 1
( )

( ) 36 6
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ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

ΕΙΑΓΩΓΗ 

Ατσό οξτ κάμξτμε ςσημ εμαςφόληςή μαρ με σξτρ απιθμξύρ ςσξ Γτμμάςιξ και ςσξ 

Λύκειξ είμαι μα ΄΄οαίζξτμε΄΄ μέςα ςε ξμάδερ (ςύμξλα) απιθμώμ. 

Δηλαδή   

1. ςτμυψμξύμε μα οαίζξτμε μέςα ςε κάοξιξ αοξ σα γμψςσά μαρ βαςικά         

   ςύμξλα απιθμώμ
 
 , , ,  

2. ςτμυψμξύμε για σξτρ καμόμερ με σξτρ ξοξίξτρ μοξπξύμε μα ΄΄μολένξτμε΄΄  

   σξτρ  απιθμξύρ μεσανύ σξτρ (ξι οπάνειρ και ξι ιδιόσησέρ σξτρ)     

3. και εοίςηρ θέλξτμε ξι απιθμξί ατσξί μα έφξτμ και κάοξιερ ιδιόσησερ και  

    μα ικαμξοξιξύμ κάοξιερ ςφέςειρ(ο.φ οόσε έμαρ απιθμόρ είμαι μικπόσεπξρ     

    αοξ κάοξιξμ άλλξμ). 

Αυξύ λξιοόμ ςτμυψμήςξτμε για σξτρ καμόμερ μαρ μοξπξύμε ςση 

ςτμέφεια μα οαίνξτμε με σημ απιθμησική. Για μα ναμαθτμηθξύμε 

λξιοόμ και μα ςτμοληπώςξτμε σημ οξπεία σξτ οαιφμιδιξύ μαρ μέφπι 

σώπα.    

α΄ Γτμμαςίξτ :μελεσήςαμε σξτρ απιθμξύρ σιρ οπάνειρ σξτρ και σιρ 

ιδιόσησέρ σξτρ ςσξ ςύμξλξ σψμ υτςικώμ απιθμώμ  

 {0,1,2,3,...} .  

β΄ Γτμμαςίξτ :ςτμοληπώςαμε σξτρ υτςικξύρ απιθμξύρ με σξ 

΄΄σαίπι σξτρ΄΄ (σξ οπόςημξ + ή - ) και έσςι οήγαμε ςσξτρ ακέπαιξτρ 

απιθμξύρ {..., 2, 1,0,1,2,...}   . 

Παπάλληλα γμψπίζαμε ήδη σα κλάςμασα και σξτρ δεκαδικξύρ 

απιθμξύρ.Μάθαμε ση πίζα και ςση ςτμέφεια με ση βξήθεια σξτ 

Πτθαγξπείξτ Θεψπήμασξρ είδαμε ξσι τοάπφξτμ και πίζερ σιρ ξοξίερ 

δεμ μοξπώ μα βπώ. Πεπάςαμε δηλαδή ςσξ ςύμξλξ σψμ πησώμ απιθμώμ 

| , , 0
a

  


  
    
  

  

και ςσξτρ άππησξτρ απιθμξύρ για μα μοξπέςξτμε μα οαίνξτμε μέςα 

ςσξ μεγαλύσεπξ ςύμξλξ σψμ οπαγμασικώμ απιθμώμ   . 
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Για μα δξύμε λξιοόμ ξλξκληπωμέμα ολέξμ σξτρ οπαγμασικξύρ 

απιθμξύρ.    

 

 

Μέςα ςσξ ςύμξλξ σψμ οπαγμασικώμ απιθμώμ 

οεπιέφξμσαι όλα σα τοόλξιοα ςύμξλα απιθμώμ οξτ 

έφξτμε μάθει. Δηλαδή    . 

  Δτξ μεγάλερ κασηγξπίερ ςσιρ ξοξίερ διακπίμξμσαι ξι οπαγμασικξί 

απιθμξί είμαι ξι πησξί και ξι άππησξι. 

 Ρησόρ | , , 0
a

  


  
    
  

 

είμαι κάθε απιθμόρ οξτ έφει ή οξτ μοξπεί μα οάπει ση μξπυή 

κλάςμασξρ με απιθμησή και οαπξμξμαςσή υτςικό απιθμό    

και όοψρ οάμσα οπέοει ξ οαπξμξμαςσήρ μα μημ είμαι 

μηδέμ.Μέςα ςσξτρ πησξύρ απιθμξύρ βπίςκξμσαι και ξι δεκαδικξί 

και ξι οεπιξδικξί δεκαδικξί . 

 Τοάπφξτμ όμψρ και ξι άππησξι απιθμξί όοψρ για οαπάδειγμα ξ 

2  ή ξ 3 . 

(Για μα θτμηθξύμε και σημ ειςαγψγή) αυξύ ςτμυψμήςαμε ξσι ΄΄οαίζξτμε΄΄ μέςα 

ςσημ ξμάδα σψμ οπαγμασικώμ απιθμώμ    και είδαμε οξιξί είμαι ξι απιθμξί μξτ 

μέςα ς’ατσήμ σημ ξμάδα σώπα τα δξύμε σιρ οπάνειρ οξτ μοξπώ μα κάμψ μέςα ςσξ 

. 
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ΠΡΑΞΕΙ 

 ΠΡΟΘΕΗ                    ΠΟΛΛ/ΜΟ-ΔΙΑΙΡΕΗ 

 

 

 

 

 

Αοαλξιυή οαπεμθέςεωμ 

Ατσό οξτ με εμδιαυέπει για σημ εοιλξγή σξτ σπόοξτ με σξμ ξοξίξ θα 

διώνψ μια οαπέμθεςη είμαι αμ  ατσήμ οξλλαολαςιάζεσαι ή ξφι με 

κάοξια οξςόσησα. 

 Αμ  ΔΕΝ οξλλαολαςιάζεσαι με κάοξια οξςόσησα σόσε  

     

3 (2 ) 3 2   ή  3 (2 ) 3 2x x x x         
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Παράδειγμα πλήν επί πλήν μου 

κάνει + γιαυηό ζηο αποηέλεζμα 

έχω +7x

 

 Εμώ αμ η οαπέμθεςη οξλλαολαςιάζεσαι με κάοξια οξςόσησα 

σόσε ΄΄οαίζψ΄΄ με σημ εοιμεπιςσική ιδιόσησα 

 

 

Έφψ οάμσα ςσξ μταλό μξτ ξσι σα οπόςημα σψμ 

αοξσελεςμάσψμ οξτ  ςημειώμξμσαι 

τοακξύξτμ ςσξτρ καμόμερ σηρ οπάνηρ σξτ 

οξλλαολαςιαςμξύ. 

 

(Έμαρ διαυξπεσικόρ σπόοξρ για μα ΄΄δω΄΄ σημ αοαλξιυή σωμ οαπεμθέςεωμ είμαι μα 

ςκευσώ ξσι σξμ οπώσξ καμόμα με σα οπόςημα δεμ σξμ φπειάζξμαι αυξύ μοξπώ μα 

θεωπήςω ξσι η οαπέμθεςη οξλλαολαςιάζεσαι με σξ +1 ή με σξ -1 αμσίςσξιφα και 

μα εκσελώ οάμσα σημ εοιμεπιςσική ιδιόσησα) 

ο.φ (3 2) 1 (3 2) 1 3 1 2 3 2x y x y x y x y               

ο.φ (3 2) 1 (3 2) 1 3 1 2 3 2x y x y x y x y               

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΕΙ-ΕΞΗΓΗΕΙ ΣΙ ΠΡΑΞΕΙ 

 Η αυαίπεςη τοήπφε ςαμ νεφψπιςσή οπάνη μέφπι και σημ 

 Α΄ Γτμμαςίξτ εοειδή ΄΄έοαιζα΄΄ ςσξτρ υτςικξύρ απιθμξύρ και δεμ 

τοήπφαμ οπόςημα (΄΄έοαιζα΄΄ δηλαδή με σιρ αοόλτσερ σιμέρ σψμ 

απιθμώμ).ση ςτμέφεια αυξύ μάθαμε σα οπόςημα μα θτμηθξύμε 

για μια υξπά ακόμη ξσι οπόςθεςη και αυαίπεςη δεμ είμαι 

νεφψπιςσέρ οπάνειρ και ξ μόμξρ καμόμαρ με βαςει σξμ ξοξίξ 

κιμξύμαςσε είμαι ξ καμόμαρ σηρ οπόςθεςηρ. 

Παπάδειγμα: 5 3 2   . Έφψ οπόςθεςη εσεπόςημψμ απιθμώμ. Σξτ 5  

και σξτ 3 . Άπα ςύμυψμα με σξμ καμόμα σηρ οπόςθεςηρ κπασάψ σξ 

οπόςημξ σξτ απιθμξύ με ση μεγαλύσεπη αοόλτση σιμή και αυαιπψ 

σιρ αοόλτσερ σιμέρ. Άπα σξ αοξσέλεςμα είμαι 2  . 
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 Εοίςηρ σξ ςύμβξλξ σξτ ολήμ (-) έφει σημ έμμξια σξτ αμσίθεσξτ. 

Άπα έμαρ δεύσεπξρ σπόοξρ για μα σξ επμημεύψ κάθε υξπά οξτ 

σξ βπίςκψ μοπξςσά μξτ είμαι ατσόρ.Δηλαδή όσαμ βλέοψ 3  μα 

έφψ ςσξ μταλό μξτ ξσι,αμ με βξλεύει, μοξπώ μα σξ επμημεύςψ 

ςαμ ΄΄ξ αμσίθεσξρ σξτ 3΄΄. 

Θτμηθήσε σξ όσαμ θα βπξύμε μοπξςσά μαρ οαπάδειγμα x . Σόσε ςημαίμει ξσι έφψ 

σξμ αμσίθεσξ σξτ  x ,όοξιξρ και μα είμαι ατσόρ ξ x . 

(Η ΛΑΘΟ επμημεία θα είμαι μα ςκευσώ ξσι ξ φ είμαι απμησικόρ.) 

 

 Η διαίπεςη εοίςηρ δεμ είμαι νεφψπιςσή οπάνη αλλά έμαρ 

οξλλαολαςιαςμόρ. 

Παπάδειγμα: 
5 1

5:3 5
3 3

    

ΙΔΙΟΣΗΣΕ ΙΟΣΗΣΩΝ 

Εδώ θα ενεσάςξτμε σί ΄΄αλλαγέρ΄΄ μοξπώ μα κάμψ ςε ΜΙΑ ιςόσησα 

ή οψρ μοξπώ μα ΄΄μολένψ΄΄ ΔΤΟ ιςόσησερ μεσανύ σξτρ. 

Όσαμ ΄΄αλλάζψ΄΄ ΜΙΑ ιςόσησα με σξμ ίδιξ σπόοξ οξτ ΄΄οειπάζψ΄΄ 

 σξ α΄ μέλξρ σηρ ιςόσησαρ με σξμ ίδιξ ακπιβώρ σπόοξ ΄΄οειπάζψ΄΄ 

 και σξ β΄ μέλξρ.Οι ΄΄αλλαγέρ΄΄ 

οξτ δικαιξύμαι μα κάμψ είμαι με 

σιρ οπάνειρ σηρ οπόςθεςηρ και 

σξτ οξλλαολαςιαςμξύ. 

 

 

Πώρ μοξπώ όμψρ μα ΄΄μολένψ΄΄ δτξ (ή και οεπιςςόσεπερ) ιςόσησερ 

μεσανύ σξτρ; 

Δικαιξύμαι μα οπξςθέςψ και μα 

οξλλαολαςιάςψ δτξ ιςόσησερ κασα μέλη. 
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Έφξτμε και μια ακόμη ιδιόσησα σψμ ιςξσήσψμ οξτ σημ είδαμε ςσξ 

ειςαγψγικό κευάλαιξ και θα σημ ναμαθτμηθξύμε εδώ. 

Όσαμ έφψ 0a     0 ή 0     (η ίδια ιςφύει και για 

οεπιςόσεπξτρ αοξ δτξ οαπάγξμσερ) όσαμ δηλαδή έφψ οξλλαολαςιαςμό 

μα είμαι ίςξ με σξ μηδέμ σόσε ΄΄ςοάψ΄΄ και ενιςώμψ κάθε οαπάγξμσα 

με σξ μηδέμ. ( όσαμ σξ γιμόμεμό μξτ είμαι ίςξ με ξοξιξμδήοξσε άλλξ απιθμό 

εκσόρ αοξ σξ μηδέμ ΔΕΝ μοξπώ μα ευαπμόςψ σημ ιδιόσησα ατσήμ) 

τμέοεια σηρ ιδιόσησαρ ατσήρ είμαι και η ενήρ ιδιόσησα: 

αλ 0 ηόηε  0  θαη 0        ( όοψρ και οπίμ η ιδιόσησα ατσήμ  

έφει ευαπμξγή μόμξ ξσαμ σξ 1ξ μέλξρ ειμαι οαπαγξμσξοξιημέμξ και είμαι 

διάυξπξ αοξ σξ μηδέμ) 

ΔΤΝΑΜΕΙ 

v

ά  

   


      

Ιδιόσησερ δτμάμεψμ 

v va a a                                         πολλαπλαςιαςμόσ δυνάμεων με τθν ίδια βάςθ  

: v v

v

a
a a a

a


                                                 διαίρεςθ δυνάμεων με τθν ίδια βάςθ  

 
vv va a                                  πολλαπλαςιαςμόσ δυνάμεων με τον ίδιο εκκζτθ  

 : :

vv
vv v

v

a a
a a 

 

 
   

 
                     διαίρεςθ δυνάμεων με τον ιδιο εκκζτθ  

 
v

va a                                                                   δφναμθ υψωμζνθ ςε άλλθ δφναμθ  

1 1 1
vv

v

v v
a

a a a

  
    

 
                                                     αλλαγι προςιμου ςτον εκκζτθ 

a
 



 



   
   
  

 

0 1 21, , ,...            
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ΣΑΤΣΟΣΗΣΕ 

  
2 2 22a         

  
2 2 22a         

  
3 3 2 2 33 3a            

  
3 3 2 2 33 3a            

    2 2a         

   2 2 3 3            

   2 2 3 3            

 

Αοξδείνειρ( όλερ αοξδεικμύξμσαι με ση βξήθεια σηρ εοιμεπιςσικήρ ιδιόσησαρ) 

οαπάδειγμα 

     
2 2 2 2 22a                                   

 

     
2 2 2 2 22a                                   

 

 

ΔΙΑΣΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Θέλξτμε σξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ μα σξτρ διασάνξτμε , δηλαδή μα 

νέπξτμε οόσε μια οξςόσησα είμαι μεγαλύσεπη ή μικπόσεπη αοξ μια 

άλλη και σι ιδιόσησερ έφει ατσή η διάσανη. 

σξ Γτμμάςιξ διασάναμε σξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ γεψμεσπικά. 

Είοαμε δηλαδή ξσι όςξ οιξ δενιά ΄΄βαδίζψ΄΄ ςσξμ άνξμα σψμ 

οπαγμασικώμ απιθμώμ σόςξ μεγαλύσεπξτρ απιθμξύρ βπίςκψ και 

βγάλαμε απκεσά ςτμοεπάςμασα αοξ ατσό σξ δεδξμέμξ. 

 

Για μα δξύμε σώπα οόσε έμαρ απιθμόρ είμαι μεγαλύσεπξρ αοξ έμαμ 

άλλξμ αοξ σημ ολετπά σηρ άλγεβπαρ. 
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Έμαρ απιθμόρ α είμαι μεγαλύσεπξρ 

αοξ έμαμ άλλξμ απιθμό β όσαμ η 

διαυξπά 0a   . 

Έσςι σώπα μοξπξύμε μα βγάλξτμε κάοξια ςτμοεπάςμασα για σξτρ 

απιθμξύρ. 

 Κάθε θεσικόρ απιθμόρ είμαι μεγαλύσεπξρ αοξ σξ μηδέμ 

 Κάθε απμησικόρ απιθμόρ είμαι μικπόσεπξρ αοξ σξ μηδέμ 

 

Πξλύ ςημαμσικέρ ςφέςειρ οξτ οπξκύοσξτμ αοξ ση διάσανη σψμ 

απιθμώμ είμαι ξι ενήρ: 

 

 

 

Σώπα θα αςφξληθξύμε με σξ ςύμβξλξ σψμ αμιςξσήσψμ και σι 

οαπεμβάςειρ δικαιξύμαι μα κάμψ ςε μια αμιςξσική ςφέςη. 

Θα νεκιμήςξτμε με έμα λξγικό ςτμοέπαςμα: 

αλ  θαη              ( αμ εγώ είμαι μεγαλύσεπξρ αοξ εςέμα και εςύ 

είςαι μεγαλύσεπξρ αοξ σξμ Κώςσα σόσε εγώ είμαι μεγαλύσεπξρ αοξ σξμ Κώςσα) 

Σώπα όσαμ έφψ ΜΙΑ αμιςόσησα    σι οαπεμβάςειρ    δικαιξύμαι 

μα κάμψ; 

μοξπώ μα οπξςθέςψ ΚΑΙ ΣΑ ΔΤΟ     

ΜΕΛΗ ΣΟΝ ΙΔΙΟ απιθμό. 

μοξπώ μα οξλλαολαςιάςψ ΚΑΙ ΣΑ ΔΤΟ 

ΜΕΛΗ ΜΕ ΣΟΝ ΙΔΙΟ ΑΡΙΘΜΟ αλλά με 

εμδιαυέπει σξ οπόςημξ σξτ απιθμξύ 

ατσξύ.Αμ οξλλαολαςιάςψ με θεσικό η 

υξπά οαπαμέμει όοψρ είμαι     εμώ αμ 
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οξλλαολαςιάςψ με απμησικό απιθμό αλλάζει η υξπά σηρ αμίςψςηρ. 

Όσαμ έφψ ΔΤΟ ( ή και οεπιςςόσεπερ) αμιςόσησερ ΣΗ ΙΔΙΑ ΥΟΡΑ 

οψρ μοξπώ μα σιρ ΄΄μολένψ΄΄ μεσανύ σξτρ; 

  

 

 

  

Σέλξρ για θεσικξύρ απιθμξύρ α,β και θεσικό ακέπαιξ μ ιςφύει  

η ιςξδτμαμία:            

Διαςσήμασα 

καιημερινθ ζωθ                     ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

   ΑΝΙΣΩΤΗΤΕΣ   ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ ΔΙΑΣΤΗΜΑ 

ςτθν τςζπθ μου ζχω 
απο 10 ζωσ 20 ευρϊ 

    10 20x           10,20  

 

περιςςότερα απο 10 
αλλά μζχρι 20 ευρϊ 

    10 20x           10,20  

 

κα χρειαςτϊ 
τουλάχιςτον 10 αλλά 
λιγότερα απο 20 ευρϊ 

    10 20x           10,20  

 

περιςςότερα απο 10 
αλλά λιγότερα απο 20 
ευρϊ 

    10 20x           10,20  

 

τουλάχιςτον 5,2 ευρϊ       5,2x        5,2  ,   

 

περιςςότερα απο 3,5 
ευρϊ 

      3,5x        3,5  ,    

 

 ςτο λογαριαςμό μου 
ςτθν τράπεηα εχω το 
πολφ 3 ευρϊ 

       3x           ,3  

 

ςτο λογαριαςμό μου ςτθν 
τράπεηα ζχω λιγότερα 
απο 3 ευρϊ 

       3x           ,3  

 

Πψρ σα διαβάζψ; 

 10,20 : κλειςσό 10 , 20 κλειςσό 

 3,5  ,   : αμξιφσό 3,5 ,    (ςσα ςύμβξλα   δεμ διετκπιμίζψ          

γιασί μοαίμξτμ ΠΑΝΣΑ αμξιφσά ) 
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με σημ ίδια λξγική και σα τοόλξιοα δηλαδή [-κλειςσό  

                                                        (-αμξιφσό 

Η αγκύλη ςημαίμει ξσι ΄΄ακξτμοάψ΄΄ σξ άκπξ σξτ διαςσήμασξρ εμώ η 

οαπέμθεςη ςημαίμει ξσι ΄΄υσάμψ΄΄ όςξ κξμσά σξτ θέλψ φψπίρ όμψρ μα 

σξ ΄΄ακξτμοάψ΄΄. 

 

 

 

ΑΠΟΛΤΣΗ ΣΙΜΗ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟΤ ΑΡΙΘΜΟΤ 

σξ γτμμάςιξ γμψπίςαμε σημ αοόλτση σιμή με ση βξήθεια σηρ 

γεψμεσπίαρ.Έσςι έφψ σξμ άνξμα x’x σα ςημεία σξτ ξοξίξτ 

ςτμβξλίζξμσαι με κευαλαία 

ελλημικά γπάμμασα και ςσξ 

κάθε έμα αοξ ατσά αμσιςσξιφεί 

η σεσμημέμη σξτ.Η αοόςσαςη ο.φ σξτ Α αοξ σημ απφή Ο σξτ άνξμα 

είμαι η αοόλτση σιμή σξτ -5.Άπα 5 5  , εμώ 3 3   

Για μα δξύμε σώπα σημ αοόλτση σιμή αοξ σημ ολετπά σηρ άλγεβπαρ. 

Δηλαδή η αοόλτση σιμή εμόρ θεσικξύ απιθμξύ  

είμαι ξ ίδιξρ ξ απιθμόρ 

εμώ η αοόλτση σιμή εμόρ απμησικξύ απιθμξύ είμαι ξ αμσίθεσόρ σξτ. 

τμοεπάςμασα οξτ μοξπώ μα βγάλψ αοξ σξμ ξπιςμό σηρ αοόλτσηρ σιμήρ: 
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Ιδιόσησερ αοόλτσηρ σιμήρ 

 

 

 

 

Αοόςσαςη δτξ απιθμώμ 

Αυξύ η   εκυπάζει σημ αοόςσαςη αοόςσαςη σξτ α αοξ σξ 0 είμαι 

λξγικό μα ςκευσώ μήοψρ με σημ αοόλτση σιμη μοξπώ μα εκυπάςψ 

και σημ αοόςσαςη δτξ στφαίψμ απιθμώμ.Έσςι: 

 

Παπασηπήςειρ: 

 Ο απιθμόρ 
2

 
 αμσιςσξιφεί ςσξ μέςξμ σξτ ετθτγπάμμξτ σμήμασξρ 

ΑΒ και λέγεσαι κέμσπξ σξτ διαςσήμασξρ  ,  . 

 Ο απιθμόρ 
2

 



  λέγεσαι ακσίμα σξτ  ,  . 

Θα αςφξληθξύμε σώπα με σιρ αοξςσάςειρ και σιρ αμιςόσησερ 
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(σημ αοόλτση σιμή , όοψρ και οξλλέρ άλλερ μαθημασικέρ έμμξιερ, μοξπώ μα σημ ΄΄δψ΄΄ με 

δτξ σπόοξτρρ.Έμαμ αλγεβπικό και έμαμ γεψμεσπικό.) 

αλγεβπική μασια 

Όοψρ είδαμε αοξ σιρ ιδιόσησερ  

 σξτ ξπιςμξύ σηρ αοόλτσηρ σιμήρ  

όσαμ έφψ : ο.φ 3x  σόσε λύμψ  

(διώφμψ σημ αοόλτση σιμή) 

ψρ ενήρ: 3x   ή 3x    

Αρ οαίνψ σώπα με σξτρ δτξ 

σπόοξτρ για σημ ιςόσησα 

4 2x   

αλγεβπική μασιά 

4 2x   

 4 2x   ή 4 2x     

 6x      ή  2x   
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Θα γεμικεύςψ σώπα για μα δώ σι γίμεσαι ςσημ οεπίοσψςη οξτ έφψ 

(αμσί για ιςόσησερ) αμιςόσησερ. 

Έφψ σημ αμιςόσησα 3x  . 

αλγεβπικά 

 

   3x   

3 3x    

 

 

 

 

Αμ είφα 3x   ςε ξσι έκαμα οπίμ 

θα έβαζα   και σξ διάςσημα θα ήσαμ  3,3 . 

Με σημ ίδια λξγική αμ είφα 3x   θα έλτμα: 

αλγεβπικά 

 

  3x   

 3x    ή  3x    

 

 

 

(αμ είφα   αολά ςε όλερ σιρ αμιςόσησερ θα έβαζα και σξ ίςξμ). 

 

 

Και υσάμξτμε έσςι ςσημ σελετσαία γεμίκετςη  

Θέλψ μα λύςψ σημ αμίςψςη 3 2x   
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αλγεβρικά 

   3 2x    

2 3 2x     

2 3 2 3x      
     1 5x   

 γεωμετρικά 
Θζλω θ απόςταςθ του x απο το 3 να είναι 
μικρότερθ απο 2 μονάδεσ.Άρα τα άκρα 
του διαςτιματόσ μου κα είναι το 1 και το 
5( χωρίσ να τα ϋϋακουμπάωϋϋ) που 
απζχουν απόςταςθ 2 απο το3. 

  

Σί αλλαγέρ θα τοήπφαμ αμ είφα 3 2x   ; 
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ΡΙΖΕ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Σημ έμμξια σηρ πίζαρ σημ διαοπαγμασετόμαςσε ςση μαθημασική μαρ ζψή αοξ ση β΄ 

γτμμαςίξτ.Ο ξπιςμόρ σηρ πίζαρ αοξ ση β΄ γτμμαςίξτ μέφπι σώπα είμαι (οεπίοξτ) ξ 

ίδιξρ.Σξ οπώσξ οξτ οπέοει μα θτμάμαι είμαι ξσι σόςξ η τοόπιζη οξςόσησα όςξ και 

σξ αοξσέλεςμα σηρ πίζαρ είμαι μη απμησικόρ απιθμόρ  0 .   

Οπιςμόρ:Σεσπαγψμική πίζα εμόρ μη απμησικξύ απιθμξύ α ςτμβξλίζεσαι 

με a  και είμαι ξ μη απμησικόρ απιθμόρ οξτ,όσαμ τχψθεί ςσξ 

σεσπάγψμξ , δίμει σξμ α. 

 

Ιδιόσησερ σεσπαγψμικήρ πίζαρ 

2a a
                    

Όσαμ σεσπάγψμξ και πίζα ΄΄υεύγει΄΄ μοαιμει αοόλτσξ!!!΄΄). 

 

a       οάψ΄΄ με ίςξμ μόμξ ςε οξλλαολαςιαςμό ή διαίπεςη  

                      (ΠΟΣΕ Ε ΠΡΟΘΕΗ-ΑΥΑΙΡΕΗ 

 


  

Γεμικεύξτμε σώπα σημσεσπαγψμική πίζα και έφξτμε σημ μιξςσήρ 

σάνηρ πίζα    

Ππξςένσε ξσι οάλι οαίζψ με μη απμησική τοόπιζη οξςόσησα και μη απμησικό 

αοξσέλεςμα. 

Οπιςμόρ: (Για κάθε θεσικό ακέπαιξ μ ) Η μ-ξςσή πίζα εμόρ μη 

απμησικξύ απιθμξύ α ςτμβξλίζεσαι με    και είμαι ξ μη απμησικόρ 

απιθμόρ οξτ όσαμ τχψθεί ςσημ μ , δίμει α. 

Εοίςηρ γπάυξτμε 1    και 2   . 
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Ιδιόσησερ πιζώμ(ξτςιαςσικά γεμικεύξτμε σιρ οπξηγξύμεμερ ιδιόσησερ σηρ σεσπαγψμικήρ πίζαρ) 

1. Αμ 0   σόσε:  


    και     

2. Αμ 0   και μ άπσιξρ σόσε:     

3. Αμ , 0    , σόσε: 

i.          

ii. 





 


  

iii. 
    


  

iv. 
     
    

δτμάμειρ με πησό εκθέση 

Οπιςμόρ: Αμ 0   , μ ακέπαιξρ και μ θεσικόρ ακέπαιξρ σόσε  

ξπίζξτμε :


   . 

Ορίηουμε 0 0


   όταν μ,ν κετικοί ακζραιοι. 
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ΕΞΙΩΕΙ 

ΕΞΙΩΕΙ 1ξτ ΒΑΘΜΟΤ  0ax    

Η γεμική μξπυή σηρ ενίςψςηρ 1ξτ βαθμξύ είμαι: 0ax    

Για μα θτμηθξύμε οψρ σημ λύμξτμε: 

   0x                                    Φψπίζψ γμψςσξύρ αοξ αγμώςσξτρ. 

Η ενίςψςη είμαι μια ιςόσησα έσςι ξσι οπάνειρ κάμψ ςε ατσήμ τοακξύξτμ ςσιρ ιδιόσησερ σψμ 

ιςξσήσψμ.Άπα για μα φψπίςψ γμψςσξύρ αοξ αγμώςσξτρ οπέοει μα οπξςθέςψ ςσα δτξ μέλη σξ-β 

 ax         

 x    

Σώπα οπέοει μα διαιπέςψ και σα δτξ μέλη με σξ α 

αλλά δεμ νέπψ σι απιθμόρ είμαι ξ α και γιατσό διακπίμψ οεπιοσώςειρ 

 

 Αμ 0   σόσε μοξπώ μα διαιπέςψ σα δτξ μέλη  

σηρ ενίςψςηρ με σξ  0   και η ενίςψςη γίμεσαι  x



   

 Αμ 0   σόσε η ενίςψςη γίμεσαι 0 x     ξοόσε δεμ μοξπώ μα 

διαιπέςψ με σξ ςτμσελεςσή σξτ αγμώςσξτ (γιασί ατσόρ είμαι μηδέμ) και αςφξλξύμαι με  σξ β 

I. αμ είμαι 0   σόσε η ενίςψςη δεμ έφει λύςη και 

ξμξμάζεσαι αδύμαση 

II. αμ είμαι 0  σόσε κάθε σιμή σξτ x είμαι λύςη σηρ 

ενίςψςηρ είμαι δηλαδή σατσόσησα. 

Εοίλτςη ενίςψςηρ 1ξτ βαθμξύ 

Σα οπώσα 3 βήμασα ςση λύςη μιαρ 

ενίςψςηρ μοξπώ μα σα οεπιγπάχψ ψρ 

΄΄ελετθεπώμψ σξτρ όπξτρ μξτ΄΄ 

 

 

 

αμ μεσά σξ 5ξ βήμα κασέληγα ςε  
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 0 5x    αδύμαση (δηλαδή όσι σιμή και μα βάλψ ςση θέςη σξτ x η  

                           ιςόσησα δεμ θα μξτ λέει αλήθεια) 

 0 0x   σατσόσησα (δηλαδή όσι σιμή και μα βάλψ ςση θέςη σξτ x 

                             η ιςόσησα μξτ λέει οάμσα αλήθεια) 

 Παπαμεσπική ενίςψςη 1ξτ βαθμξύ 

Όσαμ κάοξιξρ αοξ σξτρ ςτμσελεςσέρ α,β εκυπάζεσαι με ση βξήθεια 

γπάμμασξρ σόσε ατσό σξ γπάμμα ξμξμάζεσαι οαπάμεσπξρ και η 

ενίςψςη ξμξμάζεσαι οαπαμεσπική.Η επγαςία οξτ κάμξτμε για ση λύςη 

ατσήρ ξμξμάζεσαι διεπεύμηςη και αοξσελείσαι αοξ σα βήμασα με σα ξοξία 

οεπιγπάχαμε σημ λύςη σηρ γεμικήρ ενίςψςηρ 1ξτ βαθμξύ 0x    

 

 

Παπάδειγμα οαπαμεσπικήρ: 

Να λτθεί για σιρ διάυξπερ σιμέρ σξτ   η ενίςψςη 

 2 1 1 0,x        

ΛΤΗ 

 
  

2     1 1

1 1 1

x

x

 

  

  

    
 

Διεπέτμηςη:  

 αμ   1 1 0      

 1 0  θαη 1 0        

 1  θαη 1       η ενίςψςη έφει  

μξμαδική λύςη σημ 

  
1 1

1 1 1
x x



  


  

  
 

 Για 1  η ενίςψςη γίμεσαι:    0 0x     σατσόσησα 

 Για 1   η ενίςψςη γίμεσαι : 0 2x    αδύμαση 
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Ενιςώςειρ οξτ αμάγξμσαι ςε ενιςώςειρ 1ξτ βαθμξύ 

Παπάδειγμα 1 (κλαςμασική) 

Να λτθεί η ενίςψςη 
2 2 2

1 2 1

1x x x x x
  

  
. 

Λύςη 

Όσαμ έφψ κλαςμασική ενίςψςη οπέοει μα βπώ  

για οξιερ σιμέρ σηρ μεσαβλησήρ ξπίζεσαι(ΠΕΡΙΟΡΙΜΟΙ) 

Για μα βπώ οιξ εύκξλα σξτρ οεπιξπιςμξύρ θα αςφξληθώ με ατσξύρ  

μόλιρ βπώ σξ Ε.Κ.Π σψμ οαπξμξμαςσώμ 

 Βπίςκψ Ε.Κ.Π οαπξμξμαςσώμ 

Για μα σξ βπώ οπέοει μα οαπαγξμσξοξιήςψ σξτρ οαπξμξμαςσέρ 

      
1 2 1

1 1 1 1x x x x x x
  

   
            Ε.Κ.Π:   1 1 0x x x   , 

                                                     0 θαη 1 θαη 1x x x      

  
 

  
  

  
 

1 2 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
x x x x x x x x x

x x x x x x
        

   
 

 1 2 1x x x        

1 2 1x x x        

2 1 1x x x       

4 0x    

4 0

4 4

x
  0x   αοξππίοσεσαι                

αυξύ οπέοει 0x   
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Παπάδειγμα 2 (με αοόλτσα) 

Να λτθεί η ενίςψςη 2 1 3x x    

Λύςη 

    2 1 3x x     

 2 1 3  ή 2 1 3x x x x          

2 1 3 ή 2 1 3x x x x          

4  ή 2 1 3x x x       

4  ή 3 2x x      

2
4  ή 

3
x x      

Παπάδειγμα 3 (με αοόλτσα)  

Να λτθεί η ενίςψςη 2 3 3 2x x    

Λύςη 

Ππέοει 
2

3 2 0
3

x x      

Με ατσόμ σξμ οεπιξπιςμό  

θα λύςψ σημ ενίςψςη 

2 3 3 2x x     

2 3 3 2 ή 2 3 3 2x x x x          

2 3 3 2 ή 2 3 3 2x x x x         

1 ή 5 5x x     

1 απορρίπηεηαη ή 1 δεθηήx x    
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Η ενίςωςη 
vx a  

Διακπίμψ οεπιοσώςειρ για σξ μ και για σξ α: 

 

Παπαδείγμασα: 

1.  4 4 416 16 ή 16 2 ή 2x x x x x          

2.  2 5x    αδύμαση 

3.  3 38 8 2x x x      

4.  3 38 8 2x x x          

 

ΕΞΙΩΕΙ 2ξτ βαθμξύ 

Έςσψ ενίςψςη 2 0ax x     με 0  . 

Βπίςκψ ση διακπίμξτςα: 2 4    . Σόσε  

 αμ 0   η ενίςψςη έφει ςσξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ δτξ πίζερ 

άμιςερ  σιρ 
1,2

2
x





  
  

 αμ 0    η ενίςψςη έφει ςσξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ μια 

διολή πίζα σημ 1,2
2

x



  . 

 αμ 0   η ενίςψςη δεμ έφει πίζερ (είμαι αδύμαση) ςσξτρ 

οπαγμασικξύρ απιθμξύρ. 
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Βαςικέρ ευαπμξγέρ: 

1. 24 3 1 0x x    

Είμαι 4, 3, 1a        

Οοόσε    
22 4 3 4 4 1 9 16 25 0               

Η ενίςψςη έφει δτξ πίζερ άμιςερ σιρ 

  1

1,2

2

8
1

3 25 3 5 8

2 12 2 4 8

8 4

x

x

x






       

    
    



 

2. 2 4 4 0x x    

Είμαι 1, 4, 4a       

 
22 4 4 4 1 4 16 16 0             

Οοόσε η ενίςψςη έφει μια διολή πίζα 
 

1,2

4 4
2

2 2 1 2
x





 
   


 

Εμαλλακσικά όσαμ 0   μοξπώ μα λύςψ με ση φπήςη σατσξσήσψμ. 

 

 

3. 2 2 5 0x x    

1, 2, 5a       

 
22 4 2 4 1 5 4 20 16 0               

Η ενίςψςη είμαι αδύμαση (δεμ έφει πίζερ) ςσξ ςύμξλξ σψμ 

οπαγμασικώμ απιθμώμ. 

Όσαμ η ενίςψςη 2ξτ βαθμξύ είμαι ελλειοήρ (λείοει ξ οπψσξβάθμιξρ ή 

ξ ςσαθεπόρ όπξρ δεμ είμαι αοαπαίσησξ μα ση λύςψ μέςψ σηρ 

Διακπίμξτςαρ αλλά μοξπώ μα οάψ με εμαλλακσικξύρ σπόοξτρ: 

ο.φ 

24 2 0x x   2 2 0x x    0x   ή 2 0x   

                              0x   ή 2x   

ο.φ 

 
22 2 24 4 0 2 2 2 0 2 0 2 0 2x x x x x x x                
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    2 23 27 0 3 9 0 3 3 3 0 3 0x x x x x            ή 3 0x   

                                                   3x     ή 3x    

Εμαλλακσικά: 

2 2 2 2 227
3 27 0 3 27 9 9 3 3

3
x x x x x x x              

 

 

 

     

 

     

 

Σύοξι Vieta       

Έςσψ η ενίςψςη 2ξτ βαθμξύ  

2 0  , 0  θαη 0ax x              

Σόσε η ενίςψςη έφει δτξ πίζερ άμιςερ σιρ: 

1 2  ή  x
2 2

x
 

 

     
   

Αρ βπώ σξ άθπξιςμα (S) και σξ γιμόμεμξ (P) σψμ πιζώμ 

1 2

2

2 2 2 2
x x S

     

    

            
         

     
22 2 2

1 2 2 2 2

4 4

2 2 4 4 4
x x P

      

     

         
       

 

Άπα  
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Με ση βξήθεια σψμ σύοψμ Vieta η ενίςψςη 2ξτ βαθμξύ γίμεσαι: 

2 2 20 0 0ax x x x x Sx P
  

 
  

            

Ενιςώςειρ οξτ αμάγξμσαι ςε ενιςώςειρ 2ξτ βαθμξύ 

με αοόλτσα 

 
2

2 6 2 5 0x x      

 
2

2 6 2 5 0  1x x      

Θέσψ  2 0  2x     

Η (1) λόγψ σηρ (2) γίμεσαι: 

 
2 6 5 0     

Λύμξμσαρ σημ σελετσαία έφψ 

1 21 (δεθηή αθού 1 0)  θαη  5  (δεθηή αθού 5 0)      

Η (2) για 1  γίμεσαι: 

2 1 2 1  ή 2 1x x x         

           1  ή x 3x     

Η (2) για 5   γίμεσαι:

2 5 2 5  ή 2 5x x x         

                     

3  ή  x 7x     

 

κλαςμασική : 

2 1
8

1 1

x

x x
 

 
       

Πεπιξπιςμξί: Ππέοει 

1 0 1x x     

     
2 1

1 8 1 1
1 1

x
x x x

x x
     

 
 

2

2

8 8 1

8 7 0

x x

x x

   

   
 

Είμαι 36 0    
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Άπα η ενίςψςη έφει 

 δτξ πίζερ άμιςερ σιρ
1 27 (δεθηή)  θαη x 1 (απορρίπηεηαη)x    

 

δισεσπάγωμη 

 4 217 16 0  1x x    

  
2

2 217 16 0x x     

Θέσψ  2 0  2x y   

Οοόσε η (1) λόγψ σηρ (2) γίμεσαι:  

2 17 16 0y y    

με 225 0    άπα η ενίςψςη έφει δτξ 

πίζερ άμιςερ σιρ: 

1 21 (δεθηή)  θαη  y 16 (δεθηή)y    

Η (2) για 1y  γίμεσαι: 
2 1 1x x     

Η (2) για 16y  γίμεσαι: 
2 16 4x x     

 

 

Αμιςώςειρ 1ξτ βαθμξύ 

Οί αμιςώςειρ 1ξτ βαθμξύ έφξτμ μξπυή 

0 θαη 0ax x       

Σα βήμασα με σα ξοξία σιρ λύμψ είμαι σα ίδια με σιρ ενιςώςειρ 1ξτ βαθμξύ. 

Ενιςώςειρ και αμιςώςειρ 1ξτ βαθμξύ όμψρ έφξτμ ξτςιαςσικέρ διαυξπέρ . 

Παπάδειγμα 

(θα λύςψ σημ ενίςψςη 
8 3

2 5
4 4

x x
    και σημ αμίςψςη 

8 3
2 5

4 4

x x
   ) 
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διαυξπέρ (ςσα βήμασα):ςσιρ αμιςώςειρ όσαμ διαιπώ με απμησικό απιθμό αλλάζει η 

υξπά σηρ αμίςψςηρ. 

Εοίςηρ ςσιρ αμιςώςειρ ςτμεφίζψ με σξμ άνξμα σψμ απιθμώμ. 

Οτςιαςσικέρ διαυξπέρ: 

 ςσιρ ενιςώςειρ βπίςκώ μια λύςη εμώ ςσιρ αμιςώςειρ βπίςκψ 

άοειπερ λύςειρ ξι ξοξίερ ικαμξοξιξύμ όλερ μια ιδιόσησα (ςσξ 

οαπάδειγμα είμαι όλερ μεγαλύσεπερ σξτ 2) 

 ςσιρ ΄΄ειδικέρ΄΄ οεπιοσώςειρ σψμ ενιςώςεψμ έφψ όσι 

0 0  ηασηόηεηα

0  , β 0 

x

x ύ  



 
 

εμώ ςσιρ ΄΄ειδικέρ΄΄ οεπιοσώςειρ σψμ αμιςώςεψμ (δηλαδή αμ ξ 

ςτμσελεςσήρ σξτ αγμώςσξτ είμαι μηδέμ)  

οπέοει μα ςκευσώ σι μξτ ΄΄λέει΄΄ η αμίςψςη για μα βγάλψ 

ςτμοέπαςμα αμ είμαι αδύμαση ή αμ όλξι ξι απιθμξί  

είμαι λύςη σηρ. 

 

 

 Αμιςώςειρ με αοόλτσα 

Όσαμ η αμίςψςή μξτ έφει αοόλτση σιμή οξτ οεπιέφει ση μεσαβλησή μξτ σόσε 

οπέοει μα κάμψ όλερ σιρ αοαπαίσησερ εκείμερ ιδιόσησερ σψμ αμιςξσήσψμ ξι ξοξίερ 

θα υέπξτμε σημ αμίςψςή μξτ ςση μξπυή ο.φ ... .... και ςση ςτμέφεια μα αοαλλαγώ 

αοξ σξ αοόλτσξ. 

8 3
     2 5

4 4

8 3
2 4 4 5 4 4

4 4

8 8 3 20

3 20 16

2 4

2 4

2 2

2

x x

x x

x x

x x

x

x

x


  


       

    

    

  


 

 

  

 

8 3
     2 5

4 4

8 3
2 4 4 5 4 4

4 4

8 8 3 20

3 20 16

2 4

2 4

2 2

2

x x

x x

x x

x x

x

x

x
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Παπάδειγμα 1 

Να λτθεί η αμίςψςη 4 2x    

Λύςη 

Αοό σιρ ιδιόσησερ σψμ αοξλύσψμ σιμώμ έφψ ξσι 

   κε 0 x x          

Άπα 4 2x   2 4 2 2 4 2 4 6 2x x x              

Δηλαδή η αμίςψςη αληθεύει για  6, 2x    

Παπάδειγμα 2 

Να λτθεί η αμίςψςη 3 4 1x    

Λύςη 

Αοξ σιρ ιδιόσησερ σψμ αοξλύσψμ σιμώμ εφψ ξσι: 

αμ  κε ζ 0  ή xx x         

Άπα 3 4 1x    

    

3 4 1 ή 3 4 1

    3 3    ή 3 5

5
     1      ή 

3

x x

x x

x x

     

  

  

 

Δηλαδή η αμίςψςη αληθεύει για  
5

,1 ,
3

x
 

    
 

 

 

Παπάδειγμα 3 (γεμικό) 

Να λτθεί η αμίςψςη 
2 7

2 4 1
3 6 2

x x
x


         

Λύςη 

Για μα μοξπέςψ μα υσάςψ σημ αμίςψςη ςσξ ςημείξ οξτ μξτ δόθηκαμ ξι αμιςώςειρ ςσα οπξηγξύμεμα 

οαπαδείγμασα οπέοει οπώσα αο’ξλα όοξτ εμυαμίζεσαι αοόλτση σιμή  

μα έφψ σημ ίδια οξςόσησα μέςα σηρ.Έσςι 

 2 4 2 2 2 2 2 2x x x x              

 
22 2 2 1 1 1

1 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

xx x x x
x x x
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Οοόσε η απφική αμίςψςη γίμεσαι: 

2 27
2 2

3 6 2

x x
x

 
                Αοαλξιυή οαπξμξμαςσώμ με Ε.Κ.Π(2,3,6)=6 

2 27
6 6 2 2 6 6

3 6 2

x x
x

 
        

2 2 12 2 7 3 2x x x               Φψπίζψ γμψςσξύρ αοξ αγμώςσξτρ 

2 2 12 2 3 2 7x x x        Αμαγψγή ξμξίψμ όπψμ 

7 2 7x                                Διαιπώ με σξ ςτμσελεςσή σξτ αγμώςσξτ 

                                                                   (είμαι απμησικόρ άπα θα αλλάνει η υξπά) 

2 1x                                                   και σελικά όοψρ ςσα οπξηγξύμεμα οαπαδείγμασα 

                                                                για μα αοαλλαγώ αοξ σημ αοόλτση σιμη 

2 1  ή  2 1x x      

1  ή  3x x   

Δηλαδή    ,1 3,x     

 

Αμιςώςειρ 2ξτ βαθμξύ 

H οαπάςσαςη 
2 , 0ax x      λέγεσαι σπιώμτμξ 2ξτ βαθμξύ και  

αμαλόγψρ ση διακπίμξτςά σξτ οαπαγξμσξοξιείσαι και γίμεσαι: 

 αμ   2

1 20  x x x x x x           

 αμ 

2

20  
2

ax x x


  


 
      

 
 

 αμ 

2

2

2
0  

2 4
x x x


   

 

  
        

   

 

Είσε θέλψ μα βπώ σξ οπόςημξ εμόρ σπιψμύμξτ είσε θέλψ μα λύςψ 

μια αμίςψςη 2ξτ βαθμξτ ο.φ 
2 0, 0ax x      ακξλξτθώ σξτρ 

οαπακάσψ οίμακερ (αμαλόγψρ ση Διακπίμξτςα σξτ σπιψμύμξτ). 
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Παπάδειγμα 

Να ςτμαληθεύςεσε σιρ αμιςώςειρ 

2 27 6 0 θαη 3 8 3 0x x x x        

Λύςη 

Θα λύςψ σημ κάθε μια αμίςψςη φψπιςσά και ςσξ σέλξρ θα κάμψ ςτμαλήθετςη 

2 7 6 0x x     

Είμαι   2 24 7 4 1 6 49 24 25 0             

Άπα 
1

1,2

2

7 5
1

7 5 2

7 52 2( 1)
6

2

x

x

x





 
 

     
  

 
 



 

Εγώ θέλψ 
2 7 6 0x x     άπα  

 1,6x  

 

για σημ αμίςψςη 
23 8 3 0x x    

Είμαι    
22 4 8 4 3 3 64 36 100 0              
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Άπα 
  1

1,2

2

8 10
3

8 10 6

8 10 12 2 3

6 3

x

x

x






 

    
  


  

 

Άπα 
1

,3
3

x
 

  
 

 

1
     

3
    

τμαλήθετςη 

Άπα ξι κξιμέρ λύςειρ είμαι εκείμα 

σα  1,3x  
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Απιθμησική-Γεωμεσπική οπόξδξρ 

Ακξλξτθία οπαγμασικώμ απιθμώμ είμαι μια αμσιςσξίφιςη  

σψμ υτςικώμ απιθμώμ (1,2,3,...,μ,...) ςσξτρ οπαγμασικξύρ. 

 

 

 

Ο 1 είμαι ξ 1ξρ όπξρ σηρ ακξλξτθίαρ 

ξ 2         ξ 2ξρ  

ξ          ξ μ-ξςσόρ όπξρ σηρ ακξλξτθίαρ. 

ε μια ακξλξτθία αμ νέπψ σξμ μ-ξςσό όπξ σηρ σόσε μοξπώ 

μα βπώ όλξτρ σξτρ όπξτρ σηρ βάζξμσαρ ςση θέςη σξτ μ σιμέρ. 

Τοάπφξτμ όμψρ ακξλξτθίερ για σιρ ξοξίερ είμαι δύςκξλξ μα βπψ  

μαθημασικό σύοξ για σξμ μ-ξςσό όπξ. 

Έμαρ ακόμη σπόοξρ για μα ξπίςψ μια ακξλξτθία είμαι με σξμ 

αμαδπξμικό σύοξ. 

ο.φ (ακξλξτθία Fibonacci) 

Έςσψ η ακξλξτθία απιθμώμ η ξοξία έφει για 1ξ σηρ όπξ σξ 1 

για 2ξ οάλι σξ 1 και αοξ εκεί και οέπα είμαι ίςξρ με σξ άθπξιςμα 

σψμ δτξ οπξηγξύμεμψμ όπψμ. 

Δηλαδή 1 21, 1    , 2 1      

Έσςι εφψ ξπίςει σημ ακξλξτθία αμαδπξμικά δηλαδή εφψ όςξτρ 

απφικξύρ όπξτρ φπειάζξμαι για μα απφίςει ξ αμαδπξμικόρ σύοξρ 

μα δξτλεύει.Δηλαδή ξ σύοξρ 2 1      για 1   δίμει: 

3 2 1 1 1 2      , για 2...   
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Απιθμησική οπόξδξρ 

Μια ακξλξτθία ςσημ ξοξία κάθε όπξρ οπξκύοσει αοξ σξμ 

οπξηγξύμεμξ με σημ οπόςθεςη οάμσξσε σξτ ίδιξτ απιθμξύ 

ξμξμάζεσαι απιθμησική οπόξδξρ. 

Σξμ απιθμό ατσόμ σξμ ξμξμάζξτμε διαυξπά σηρ οπξόδξτ 

και σξμ ςτμβξλίζξτμε με ψ. 

Άπα μια ακξλξτθία είμαι απιθμησική οπόξδξρ αμ και μόμξ αμ 

 

 Ο μ-ξςσόρ όπξρ μιαρ απιθμησικήρ οπξόδξτ με οπώσξ όπξ 

1 και διαυξπά ψ:  1 1       

 Σπείρ απιθμξί α,β,γ είμαι διαδξφικξί όπξι απιθμησικήρ  

οπξόδξτ αμ και μόμξ αμ ιςφύει 
2

 
  . 

Ο β λέγεσαι απιθμησικόρ μέςξρ σψμ α,γ. 

 Άθπξιςμα σψμ οπώσψμ μ όπωμ απιθμησικήρ οπξόδξτ  

1S ( )
2

 


     ή  1S 2 1

2



         

Γεωμεσπική οπόξδξρ 

Μια ακξλξτθία λέγεσαι γεψμεσπική οπόξδξρ αμ κάθε όπξρ σηρ  

οπξκύοσει αοξ σξμ οπξηγξύμεμξ με οξλλαολαςιαςμό εοι σξμ ίδιξ 

οάμσξσε μη μηδεμικό απιθμό. 

Σξμ απιθμό ατσόμ σξμ λέμε λόγξ σηρ οπξόδξτ και  

σξμ ςτμβξλίζξτμε με λ. 

Μια ακξλξτθία είμαι γεψμεσπική οπόξδξρ αμ και μόμξ αμ ιςφύει: 

  



ΑΛΓΕΒΡΑ και πιθανότητεσ Φροντιςτήρια Μ.Ε. ΄΄ΠΑΙΔΕΙΑ΄΄ 

54 
 

 

 

 

 Ο μ-ξςσόρ όπξρ μιαρ γεψμεσπικήρ οπξόδξτ με οπώσξ όπξ 

1  και λόγξ λ είμαι 1

1



     

 Σπείρ μη μηδεμικξί απιθμξί α,β,γ είμαι διαδξφικξί όπξι 

γεψμεσπικήρ οπξόδξτ αμ και μόμξ αμ ιςφύει 2    

 Σξ άθπξιςμα σψμ οπώσψμ μ όπψμ μιαρ γεψμεσπικήρ οπξόδξτ 

με λόγξ 1   είμαι 1

1
S

1
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ημειώςειρ ςσιρ ςτμαπσήςειρ 

 

τμάπσηςη ειμαι μια έμμξια η ξοξία εκσόρ αοξ ση μαθημασική μαρ 

ζψή φπηςιμξοξιείσαι ςτφμά και ςσημ καθημεπιμόσησά μαρ. 

Παπάδειγμα 

Έφψ 5 υίλξτρ. 

Σξμ Απιςσξμέμη, σξμ Κλέαπφξ, σημ Εμέλεια, σξμ Θπαςύβξτλξ και σημ 

Ευσέποη! 

Σξτρ απέςει οξλύ η μξτςική ξοόσε ςκέυσξμαι μα σξτρ κάμψ δώπξ 

αοξ ΕΝΑ CD (σξμίζψ σξ ΕΝΑ γιασι όοψρ θα δξύμε οαπακάσψ είμαι οξλύ ςημαμσικό 

ςσημ έμμξια σηρ ςτμάπσηςηρ). 

Πηγαίμψ λξιοόμ ςε έμα διςκάδικξ μα διαλένψ σα δώπα μξτ. 

Θτμηθήσε σπία οπάγμασα: 

1. ΌΛΟΙ ξι υίλξι μξτ οπέοει μα οάπξτμ δώπξ. 

2. ΌΛΟΙ ξι υίλξι μξτ οπέοει μα οάπξτμ αοξ ΕΝΑ δώπξ. 

3. Αμ θέλψ μοξπώ ςε δτξ ή και ςε όλξτρ σξτρ υίλξτρ μξτ μα οάπψ 

σξ ίδιξ CD δώπξ(σξ διςκάδικξ έφει οξλλά αμσίγπαυα αοξ κάθε 

CD).  

Υτςικά κπισήπιξ για σημ εοιλξγή σψμ CD θα είμαι ξι μξτςικέρ 

οπξσιμήςειρ καθεμόρ αοξ σξτρ υίλξτρ μξτ. 
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 Έσςι όλξι ξι υίλξι μξτ έμειμαμ ικαμξοξιημέμξι. 

Αρ κάμξτμε όμψρ κάοξιερ οαπασηπήςειρ. 

Είμαι ςημαμσικό (για σα μαθημασικά) οξτ δεμ νέφαςα μα οάπψ δώπξ 

ςε κάοξιξμ υίλξ μξτ. 

Είμαι ςημαμσικό (για σα μαθημασικά) οξτ δεμ έκαμα διακπίςειρ και 

όλξι ξι υίλξι μξτ οήπαμ αοξ ΕΝΑ δώπξ. 

Είμαι ςημαμσικό (και οάλι για σα μαθημασικά) οξτ σημ εοιλξγή σξτ 

δώπξτ για κάθε υίλξ μξτ δεμ σημ έκαμα στφαία αλλά έβαλα εμαμ 

καμόμα (σιρ μξτςικέρ οπξσιμήςειρ σψμ υίλψμ μξτ). 

Αρ έπθξτμε όμψρ λίγξ οιξ κξμσά ςσα μαθημασικά με εμα ακόμα  

Παπάδειγμα  

ε κάοξιξ ςφξλείξ σψμ Σπικάλψμ ςσξ σμήμα Γ1 ( ευσά ασόμψμ) ξ 

καθηγησήρ σψμ Μαθημασικώμ εσξιμάζεσαι μα βάλει βαθμξύρ. 

Αοξυαςίζει ξσι η διαδικαςία (καμόμαρ) με σημ ξοξία θα βπεί σξμ 

βαθμό οξτ οπέοει μα βάλει ςε κάθε μαθησή θε είμαι η ενήρ: 

θα οάπει σξμ βαθμό σηρ γπαοσήρ ενέσαςηρ θα σξμ οπξςθέςει με σξμ 

βαθμό σηρ οπξυξπικήρ ενέσαςηρ ,σξ άθπξιςμά σξτρ θα σξ διαιπέςει δια 

2 και σξ αοξσέλεςμα (αμ είμαι δεκαδικό θα σξ ςσπξγγτλξοξιήςει ςσξμ 

αμέςψρ μεγαλύσεπξ ακέπαιξ)  θα είμαι ξ βαθμόρ σξτ σεσπαμήμξτ. 
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Μακθτισ Γραπτά Προφορικά Τελικόσ βακμόσ 

α 18 19 19 

β 16 19 18 

γ 20 17 19 

δ 10 20 15 

ε 5 18 12 

η 14 12 13 

θ 13 16 15 

Έκαμε λξιοόμ σημ οαπακάσψ αμσιςσξίφιςη. 

 

 
  Ξαμά ξι οαπασηπήςειρ μαρ. 

σημ ξμάδα (ςύμξλξ) σψμ μαθησώμ σξτ Γ1 δεμ εοισπέοεσαι μα βάλψ 

μαθησέρ οξτ δεμ αμήκξτμ ςσξ σμήμα Γ1. 

Όλξι ξι μαθησέρ σξτ Γ1 οπέοει μα οάπξτμ βαθμό. 

Δεμ γίμεσαι ςε έμαμ μαθησή μα βάλψ δτξ βαθμξύρ. 

Μοξπώ ςε δτξ ή οεππιςόσεπξτρ μαθησέρ μα βάλψ σξμ ίδιξ βαθμό. 

Δεμ μοξπώ ςε έμαμ μαθησή μα βάλψ βαθμό ένψ αοξ σημ ξμάδα 

(ςύμξλξ) αοξ 0 εώρ και 20. 

Δεμ με μξιάζει μα φπηςιμξοξιήςψ όλη σημ κλίμακα σηρ βαθμξλξγίαρ. 

Για μα βπώ σξμ βαθμό φπηςιμξοξιώ έμαμ καμόμα (μια διαδικαςία) και 

δεμ σξτρ βάζψ ςσημ σύφη. 
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για μα ξπγαμωθξύμε λίγξ σώπα 

ε όλα σα οαπαδείγμασα έφψ δτξ ξμάδερ 

( ςσα μαθημασικά λέγξμσαι ςύμξλα). 

σξ οπώσξ ξμξμάζεσαι οεδίξ ξπιςμξύ(Φ) 

σξ δεύσεπξ ξμξμάζεσαι οεδίξ σιμώμ ή 

ςύμξλξ σιμώμ (Τ). 

 

Σα ςσξιφεία σξτ οεδίξτ ξπιςμξύ (1ξ ςύμξλξ) 

οπέοει μα αμσιςσξιφίζξμσαι ΌΛΑ ςε ΈΝΑ 

ΜΟΝΟ ςσξιφείξ σξτ ςτμόλξτ σιμώμ(2ξ 

ςύμξλξ) 

(δηλαδή αμ κάοξιξ ςσξιφείξ σξτ ςτμόλξτ Φ δεμ 

αμσιςσξιφίζεσαι ςε κάοξιξ ςσξιφείξ σξτ ςτμόλξτ Τ 

σόσε έφψ οπόβλημα). 

  

Η αμσιςσξίφιςη οξτ κάμψ οπέοει μα γίμεσαι με κάοξιξμ καμόμα (με 

κάοξια διαδικαςία) και όφι στφαία. 

 

Όσαμ σηπξύμσαι όλερ ξι οαπαοάμω οπξτοξθέςειρ σόσε ξ καμόμαρ 

(διαδικαςία) ατσόρ με σημ βξήθεια σξτ ξοξίξτ κάμω σημ 

αμσιςσξίφιςη είμαι μια ςτμάπσηςη. 

 

Πεπιοσώςειρ αμσιςσξίφιςηρ οξύ έφψ ςτμάπσηςη 

 

δεμ με μξιάζει(οπξρ σξ οαπώμ) αμ σα Φ αμσιςσξιφίζξμσαι ςε διαυξπεσικά ή ςσξ ίδιξ 

Τ.Ατσό οξτ θέλψ είμαι όλα σα Φ μα αμσιςσξιφίζξμσαι ςε κάοξιξ Τ. 
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Πεπιοσώςειρ αμσιςσξίφιςηρ οξτ δέμ έφψ ςτμάπσηςη 

 

 

 

 

 

 

 

Έφψ οπόβλημα όσαμ κάοξιξ Φ αμσιςσξιφίζεσαι ςε δτξ διαυξπεσικά Τ  

ή και αμ κάοξιξ Φ δεμ αμσιςσξιφίζεσαι οξτθεμά. 

 

Εοιςσπξυή ςσα μαθημασικά σώπα 

σα μαθημασικά οαίζψ με σξτρ απιθμξύρ.Άπα σα ςύμξλα Φ(οεδίξ 

ξπιςμξύ) και Τ(ςύμξλξ σιμώμ) θα είμαι ςύμξλα απιθμώμ.   

Οπιςμόρ ςτμάπσηςηρ :Εςσψ Α εμα τοξςύμξλξ σξτ .Ομξμάζξτμε 

οπαγμασική ςτμάπσηςη με οεδίξ ξπιςμξύ σξ Α μια διαδικαςία 

(καμόμα) f με σημ ξοξία κάθε ςσξιφείξ xαμσιςσξιφίζεσαι ςε έμα 

μόμξ οπαγμασικό απιθμό y.Σξ y ξμξμάζεσαι σιμή σηρ  f  ςσξ  x και 

ςτμβξλίζεσαι με  f x .  

 

Με σημ μαθημασική ξπξλξγία εκυπάζψ ση διαδικαςία ατσή ψρ ενήρ:  

:f A        δηλαδή οαιπμψ εμα x  (έμαμ μαθηση αοξ σξ δεύσεπξ 

   ( )x f x      
οαπάδειγμα σηρ ςελίδαρ 3 ) αοξ σξ οεδίξ ξπιςμξύ Α (αοξ      

                       σημ ξμάδα σψμ μαθησώμ σξτ σμήμασξρ Γ1) και σξ  

αμσιςσξιφίζψ με σξμ καμόμα σηρ ςτμάπσηςηρ f  (σξτ μέςξτ όπξτ σξτ 

γπαοσξύ και σξτ οπξυξπικξύ βαθμξύ) ςε μια σιμή σξτ ςτμόλξτ σιμώμ (σηρ 

ξμάδαρ σηρ βαθμξλξγίαρ αοξ 0-20). 
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Δηλαδή κάθε υξπά έφψ σα δτξ γμψςσά μξτ ( αοξ σα οπξηγξύμεμα 

οαπαδείγμασα) ςύμξλα.Σι όμξμα σξτρ δίμψ κάθε υξπά (Φ και Y, A και 

Β, Α και ή ξσιδήοξσε άλλξ) εναπσάσαι αοξ σημ κάθε άςκηςη. 

Αρ μιλήςξτμε λίγξ για σξτρ ςτμβξλιςμξύρ ςσιρ ςτμαπσήςειρ: 

 σξ γπάμμα x οξτ ςτμβξλίζει ξοξιξδήοξσε ςσξιφείξ σξτ Α (1ξ 

ςύμξλξ) λέγεσαι αμενάπσηση μεσαβλησή 

 σξ γπάμμα y οξτ ςτμβξλίζει σημ σιμή σξτ δεύσεπξτ ςτμόλξτ 

(ςύμξλξ σιμώμ) ςσημ ξοξία αμσιςσξιφίζεσαι σξ x μέςα αοξ ση 

ςτμάπσηςη f  λέγεσαι εναπσημέμη μεσαβλησή. 

 σξ οεδίξ ξπιςμξύ Α σηρ ςτμάπσηςηρ f  ςτμήθψρ ςτμβξλίζεσαι  με  

fD . 

 σξ ςύμξλξ οξτ έφει για ςσξιφεία σξτ σιρ σιμέρ ςσιρ ξοξίερ η f 

αμσιςσξιφίζει κάθε x οξτ αμήκει ςσξ Α λέγεσαι ςύμξλξ σιμώμ σηρ 

f και ςτμβξλίζεσαι με f(A). Είμαι δηλαδή : 

f(A)={y  /y=f(x)   για κάποιο x A } 

 

ε ατσό σξ ςημείξ οπέοει μα θέςξτμε μια ςημαμσική επώσηςη: 

ΠΟΙΟΤ ΣΡΟΠΟΤ ΕΦΩ ΓΙΑ ΝΑ ΠΑΡΑΣΗΩ ΜΙΑ ΤΝΑΡΣΗΗ;  

 με ση βξήθεια σψμ δτξ ςτμόλψμ (βλέοε απφικά οαπαδείγμασα) 

 με σξμ σύοξ σηρ 

 και με ση γπαυική σηρ οαπάςσαςη 

Για μα δξύμε κάθε έμαμ αοξ ατσξύρ σξτρ σπόοξτρ με έμα οαπάδειγμα 

Παπάδειγμα 3 

Έφψ ση ςτμάπσηςη f η ξοξία ςε κάθε έμαμ υτςικό αοξ σξ 2 μέφπι σξ 7 

(οεδίξ ξπιςμξύ) οπξςθέσει μια μξμάδα. Έσςι έφξτμε: 

1ξρ σπόοξρ(μοξπεί μα φπηςιμξοξιηθεί ςε αολέρ 

ςτμαπσήςειρ).Αμ έκαμα σημ αλλαγή και σξ οεδίξ 

ξπιςμξύ αμσί μα έφει σξτρ υτςικξύρ αοξ σξ 2 μέφπι σξ 

7 ,είφε σξτρ οπαγμασικξύρ αοξ σξ 2 μέφπι σξ 7 θα 

μοξπξύςα μα σξτρ γπάχψ όλξτρ ατσξύρ ςσημ οπώση 

ξμάδα; 
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2ξρ σπόοξρ(με ση βξήθεια σύοξτ) 

(αμσί μα οώ ξσι η ςτμάπσηςη  f οαίπμει κάθε έμαμ υτςικό απιθμό αοξ σξ 2 

μέφπι σξ 7 και σξτ οπξςθέσει μια μξμάδα) λέψ οξλύ αολά ςση μαθημασική 

γλώςςα : 

[2,7]A   , Ομξμάζψ ςύμξλξ Α σξ ςύμξλξ οξτ οεπιέφει σξτρ υτςικξύρ  

                      αοξ σξ 2 μέφπι και σξ 7. 

:f A  ,     Ομξμάζψ ση ςτμάπσηςή μξτ f και ξμξμάζψ και σα δτξ μξτ  

   ( )x f x      ςύμξλα.Σξ οπξηγξύμεμξ Α σξ οεδίξ ξπιςμξύ και σξ ςύμξλξ  

                      σψμ οπαγμασικώμ απιθμώμ  ςαμ ςύμξλξ σιμώμ. 

( ) 1f x x  ,     Οπίζψ ση διαδικαςία (καμόμα) με σημ ξοξία η f οαίπμει  

                     κάθε x αοξ σξ οεδίξ ξπιςμξύ Α σξτ οπξςθέσει μια μξμάδα  

                     σξμ μεσαμξπυώμει ςε f(x). 

Αμ θέλψ μα βπώ οξτ αμσιςσξιφίζεσαι σξ x=3 οεδιξύ ξπιςμξύ οηγαίμψ ςσξμ 

σύοξ σηρ f εναυαμίζψ αοξ οαμσξύ σξ x και βάζψ ςση θέςη σξτ σξμ απιθμό 

3.Έσςι έφψ 
(3) 3 1

(3) 4

f

f

 

 
.Δηλαδή σξ  3 σξτ οπώσξτ ςτμόλξτ καλλίοσεσαι αοξ 

σημ ΄΄μαγικη΄΄ ιδιόσησα σηρ f και αμσιςσξιφίζεσαι ςσξ 4 σξτ δεύσεπξτ 

ςτμόλξτ. 

 

3ξρ σπόοξρ (μέςω σηρ γπαυικήρ σηρ οαπάςσαςηρ). 

Αμ για κάθε σιμή x σξτ οεδίξτ ξπιςμξύ ςφημασίςψ σα ζετγάπια  

( , )x y θεψπώμσαρ ξσι ( )f x y  σόσε κάθε έμα ζετγάπι αοξ ατσά οαπιςσάμει 

έμα ςημείξ ςε ξπθξκαμξμικό ςύςσημα ανόμψμ.Αμ εμώςψ όλα ατσά σα 

ςημεία οξτ οπξκύοσξτμ σόσε έφψ ση γπαυική οαπάςσαςη σηρ ςτμάπσηςηρ f 

οξτ ση ςτμβξλίζψ με fC . 

Φπηςιμξοξιώμσαρ ση ςτμάπσηςη σξτ οαπαοάμψ οαπαδείγμασξρ(με σημ 

αοαπαίσηση αλλαγή ξσι A  ) έφψ σα ενήρ ζετγάπια: 

                 2, 2 , 3, 3 , 4, 4 , 5, 5 , 6, 6 , 7, 7f f f f f f  
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ή οιξ αολά:               2,3 , 3,4 , 4,5 , 5,6 , 6,7 , 7,8  

Θα σα βάλψ ςε έμα 

ξπθξκαμξμικό ςύςσημα 

ανόμψμ: 

  

 

 

 

 

 

 

 

και ςση ςτμέφεια θα σα εμώςψ (η αλλαγή ςσξ οεδίξ ξπιςμξύ έγιμε γιασί αμ 

ήμξτμα ςσξτρ υτςικξύρ δεμ θα μοξπξύςα μα εμώςψ σα ςημεία αυξύ ςσα εμδιάμεςα 

ςημεία δεμ θα ξπίζξμσαμ η ςτμάπσηςή μξτ!) 

 

 

 

 

 

 

 

 

και έφψ υσιάνει ση γπαυική οαπάςσαςη σηρ ςτμάπσηςηρ  

( ) 1f x x   με οεδίξ ξπιςμξύ σξ [2,7]A  . 
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Ση γπαυική οαπάςσαςη σηρ ςτμάπσηςηρ f ση ςτμβξλίζψ με 
fC . 

 

 

 

Αυξύ οαπξτςιάςαμε σξτρ σπείρ σπόοξτρ με σξτρ ξοξίξτρ μοξπεί μα 

ξπιςσεί μια ςτμάπσηςη σώπα θα δξύμε οιξ λεοσξμεπώρ σξτρ δτξ 

σελετσαίξτρ, δηλαδή σξμ ξπιςμό σηρ ςτμάπσηςηρ με ση βξήθεια σξτ 

σύοξτ σηρ και με ση βξήθεια σηρ γπαυικήρ οαπάςσαςηρ και σελικά μα 

διαοιςσώςξτμε ξσι ξ έμαρ ςτμοληπώμει σξμ άλλξμ.  

 

Αμάλτςη ςσξμ σύοξ ςτμάπσηςηρ 

Σξ οπώσξ ςσξιφείξ οξτ με εμδιαυέπει μα γμώπίζψ οάμσα ςε μια 

ςτμάπσηςη είμαι σξ οεδίξ ξπιςμξύ σηρ. 

Σξ οεδίξ ξπιςμξύ(οξτ ςτμήθψρ δεμ θα μξτ δίμεσαι και οπέοει μα σξ βπίςκψ) 

είμαι σξ μεγαλύσεπξ δτμασό ςύμξλξ ςσξ ξοξίξ η ςτμάπσηςη έφει μόημα 

(ξπίζεσαι).ο.φ δεμ εφει μόημα ςσξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ η 

οαπάςσαςη 1 . 

Οι οαπαςσάςειρ ςσιρ ξοξίερ οπέοει μα είμαι οπξςεκσικόρ ειμαι:ξι 

πίζερ,σα κλάςμασα και ξι λξγάπιθμξι. 

 Οι πίζερ ςσξτρ οπαγμασικξύρ απιθμξύρ ξπίζξμσαι μόμξ αμ η 

τοόπιζη οξςόσησα είμαι μή απμησική. , 0a a  .Άπα όσαμ η 

ςτμάπσηςή μξτ οεπιέφει πίζα  οπέοει η τοόπιζη οξςόσησα μα 

είμαι μεγαλύσεπη ή και ίςη με σξ μηδέμ. 

ο.φ Να βπείσε σξ οεδίξ ξπιςμξύ σηρ ςτμάπσηςηρ ( ) 3 5f x x    

Η ςτμάπσηςη f ξπίζεσαι (έφει μόημα) για κάθε x για σξ ξοξίξ ιςφύει 3 0x  . 

Άπα για σξ οεδίξ ξπιςμξύ οπέοει 
3 0

3

x

x
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 Σα κλάςμασα ξπίζξμσαι μόμξ αμ ξ οαπξμξμαςσήρ δεμ είμαι 

μηδέμ.Έσςι αοαισώ ξ οαπξμξμαςσήρ μα είμαι διάυξπξρ σξτ 

μηδεμόρ. 

ο.φ Έςσψ η ςτμάπσηςη    2

3

4 5

x
f x

x x




 
  

     Για σξ οεδίξ ξπιςμξύ: Ππέοει 2 4 5 0x x    

         Λφνω τθν αντίςτοιχθ εξίςωςθ.Είναι 2 4 16 20 36 0         

και 
1

1,2

2

54 6

12 2

x
x

x





   
   

 
  

Άπα για σξ οεδίξ ξπιςμξτ οπέοει: 5x  και 1x   . 

Δηλαδή σξ οεδίξ ξπιςμξύ σηρ ςτμάπσηςηρ f είμαι σξ 

     , 1 1,5 5,A         ι { 1,5}A    . 

 Ο λξγάπιθμξρ ξπίζεσαι μόμξ αμ η οόςξσησα οξτ βπίςκεσαι μέςα 

σξτ είμαι θεσική. Έσςι αμ η ςτμάπσηςη μξτ οεπιέφει λξγάπιθμξ 

αοαισώ ατσό οξτ οεπιέφεσαι ςσξ λξγάπιθμξ μα είμαι θεσικό. 

ο.φ.Έςσψ η ςτμάπσηςη:    2ln 4f x x    

     Για σξ οεδίξ ξπιςμξύ οπέοει: 2 4 0x     

                                                                                   
2 4x          

                                                                                 2 4x      

              2x            

        2x    ι   2x    

Άρα το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f είναι το    , 2 2,A       . 

 

 


